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Vorwort

Liebe Studienanfingerinnen und Studienanfénger,

das vorliegende Skript wurde urspriinglich in wesentlichen Teilen von Johanna Minisini fiir die
Mathematik-Teile der Studienvorbereitungskurse an der Technischen Hochschule Ulm erstellt
und basiert auf vielen Einzelskripten, die iiber viele Jahre fiir die Vorkurse erstellt wurden. Ich
bedanke mich herzlichst bei allen Autor*innen (insbesondere bei Johanna) fiir die iiberlassenen
Aufgaben und Anregungen.

Wir mochten Thnen damit helfen, Liicken zu schliefen und verschiittetes Wissen wieder auszu-
graben und aufzufrischen. Sie sollten Ihren Zeitaufwand fiir einzelne Kapitel nach Ihrem Bedarf
bemessen. Unterschitzen Sie die Grundlagen nicht, hier liegen die meisten Fallstricke. Zu jedem
Theorie-Teil finden Sie einen passenden Aufgaben-Teil. Grundsétzlich wurden nicht bei allen
Aufgaben Losungswege angegeben, denn es gibt oft nicht den einen Koénigsweg, der zu einer
Lésung fiithrt. Auflerdem ist es fiir das Verstehen und das Aufdecken von Denkfehlern hilfreich,
sich auf die Suche nach den Fehlern im eigenen Rechenweg zu machen.

Die verlinkten Videos stammen von der Initiative Mathematik macht Freu(n)de der Uni-
versitat Wien von Univ.-Prof. Michael Eichmair, PhD und aus der | Videosammlung von Prof.
Dr. Jorn Loviscach, der an der FH Bielefeld lehrt. Ich danke beiden Kollegen fiir Ihre grokartige
Arbeit und dafiir, dass sie diese 6ffentlich zur Verfiigung stellen. Mein besonderer Dank gilt den
vielen Videoersteller*innen der Uni Wien fiir Thre tolle Arbeit. Unter beiden Adressen finden
Sie viel weitere wertvolle Lehrvideos.

Ergénzend konnen Sie die passenden Kompetenzhefte (KH) und Arbeitsblitter (AB) der Initia-
tive Mathematik macht Freu(n)de nutzen. Diese Materialien sind hervorragend zum Selbststu-
dium geeignet. Die Videos sind so konzipiert, dass Sie sie mit dem ausgedruckten Arbeitsblatt
durcharbeiten sollten. Die Ausarbeitung stellt jeweils die Losung dar.

Sollten Sie Fehler im Skript entdecken, freue ich mich, wenn Sie mir diese per Email miteilen.
(thorsten.titzmann@thu.de)

Ich wiinsche Ihnen viel Freude und Erfolg in Ihrem Vorkurs!

Thorsten Titzmann

Benutzungshinweise: Sollten Sie eine Darstellung der Links mit farblicher Umrandung

ive Mathematik macht Freu(n)de| der
. PhDD und ans der | Video sammlung von

wiinschen, so offnen Sie dieses Dokument mit einem PDF-Viewer (z.B. Adobe Acrobat) oder
mit dem Browser Firefox. Die Browser Chrome und Edge unterstiitzen die farblichen Rahmen
nicht, eventuell ist Thnen dies auch lieber. Alle Links sind fett formatiert. Sie konnen im Browser
festlegen, ob die Links in einem neuen Tab getffnet werden sollen.

Dieses Skript wurde zuletzt am 21. Februar 2022 iiberarbeitet.


https://mmf.univie.ac.at/
https://j3l7h2.de/videos/p.php?tips=off&keywords=off&previewButtons=off&unfoldPlaylists=xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxOxxxxxxxxxxxxxx
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Teil 1.

T heorie



1. Grundlagen

Dieses Kapitel soll Thnen helfen, Liicken bei grundlegenden Rechenoperationen und mathemati-
schen Prinzipien zu schliefen. Fiir Thr Studium gehoren diese Grundlagen zum Handwerkszeug,
das Sie in technischen und naturwissenschaftlichen Féachern zwingend beherrschen miissen. Die
Teile dieses Kapitels, die nicht im Vorkurs behandelt werden, sollten Sie sich im Selbststudium
aneignen, soweit Sie sie nicht (sicher) beherrschen.

1.1. Rechnen

Als Akademiker mit einem technischen Hintergrund miissen Sie iiber ein sehr gutes Zahlen-
verstiandnis verfiigen. Dieses Versténdnis ist insbesondere wichtig, da Sie eigene und fremde
Ergebnisse intuitiv auf Plausibilitat {iberpriifen kénnen miissen. Gerade, wenn Sie beruflich
fast nur mit maschineller Unterstiitzung rechnen, sind diese Fahigkeiten essentiell. Um ein gu-
tes Zahlenverstdndnis und Einschétzungsvermogen zu entwickeln, ist Kopfrechnen (auch mit
schriftlicher Unterstiitzung), der erste Schritt. Das Rechnen ohne Taschenrechner hilft Thnen
zudem mathematische Grundbegriffe richtig zu verstehen, etwaige falsche Vorstellungen abzu-
bauen und einen sicheren Umgang mit Term-Umformungen (insbesondere Bruch-, Wurzel- und
Potenzrechnung, Auflésen von Gleichungen) zu erlangen. Letztere sind wiederum die Basis fiir
die Mathematik und allen Anwendungen die darauf aufbauen (z.B. Wirtschaftslehre, Physik,
Informatik, technische Mechanik, quantitative Methoden etc.). Sollten Sie feststellen, dass Thre
Rechenkompetenzen eingerostet sind, so kénnen Sie diese durch einfaches Uben wiedererlangen.
Es wird Thnen mit dem Ubungsfortschritt zunehmend leichter fallen, eigenstindig zu rechnen.

Zum Start empfiehlt sich das Rechentraining (5.1)) in den Grundlagenaufgaben.

Schriftliche Division

Die Rechentechnik des schriftlichen Dividierens bendtigen Sie auch bei der Polynomdivision,
die weiter hinten im Skript beschrieben wird. Doch zunéchst ein
Beispiel:

e 2346 : 3 =782
Die zugehdrige Rechnung sieht wie folgt aus:

2346 | 3
21 782
24
~24
06
- 6
00

Das Prinzip dieser Rechnung verlduft nach der folgenden Vorgehensweise:

e Um Zahlen zu dividieren, schreibt man sie nebeneinander mit dem Divisionszeichen da-
zwischen.

o Man dividiert die erste Ziffer der linken Zahl durch die rechte Zahl. Geht das nicht,
nimmt man links die zweite Ziffer dazu, hier also 23.



1.1. Rechnen

o Nun multipliziert man das Ergebnis mit der rechten Zahl, schreibt das Produkt unter
die verwendeten Ziffern der linken Zahl und bildet die Differenz.
Achtung: Auf richtige Position der Zahlen achten.

o Dann zieht man die nichste Ziffer der linken Zahl nach unten und rechnet erneut.

o So geht man vor, bis man alle Stellen der linken Zahl verwendet hat.
Ist die letzte Differenz Null, so ist die Rechnung beendet.

e Ergibt sich beim letzten Rechenschritt eine Differenz und die linke Zahl hat keine Ziffer
mehr, so erginzt man sie mit einer Null und setzt in der Ergebniszahl ein Komma. Nun
berechnet man die nichste Ergebnisziffer. Oder man notiert die Differenz als Rest.

134:4 =33 R2 =33,5

Die zugehorige Rechnung ist hier:

134 |4
—12 33,5
14
—12
20
—20
00

e Bei einigen Divisionen ergeben sich nach ein paar Schritten wieder dieselben Reste, man

spricht von einer Periode.
2:7=0,285714

2 7
—0 0285714
20
14
60
56
40
-35
50
49
10
-7
30
—28
2
Lernvideos

Division von Dezimalzahlen

Bemerkung: Die Links auf die Videos von Mathematik macht Freu(n)de haben als Ziel in den
meisten Féllen eine Auflistung von mehreren Videos (hier sind es 3).

Kopfrechnen

Beim Kopfrechnen muss Ihr Gehirn typischerweise zwei Leistungen erbringen:


https://mmf.univie.ac.at/zyklus/division-von-dezimalzahlen/

1. Grundlagen

Rechnen und Merken

Falls Sie ungeiibt sind, entlasten Sie Thr Gehirn indem Sie die Leistung Merken erst mit dem
Ubungsfortschritt abfordern: Machen Sie sich zu Beginn Ihres Rechentrainings schriftliche No-
tizen (Zwischenergebnisse etc.). Sie werden feststellen, dass Sie nach kurzer Zeit auf die Merk-
hilfen verzichten und fliissig rechnen kénnen.

Beispiele:

1. Sie wollen 23% ausrechnen. Es gibt verschiedene Ansétze die Sie verfolgen konnen. Diese
laufen alle auf einzelne Multiplikationen und nachfolgende Addition der Teilergebnisse
hinaus. In der ersten Ubungsphase notieren Sie sich die Teilergebnisse und addieren diese
am Ende. Spater stellen Sie sicher, dass Sie fiir derartige Rechnungen kein Papier mehr
benotigen.

e Ansatz 1: 20-23 = 460 und 3-20 = 60 und 3 -3 = 9 fithrt auf

232 = 460 + 60 + 9 = 529

e Ansatz 2: Mit der ersten binomischen Formel lassen sich leicht Quadratzahlen aus-
rechnen: (a + b)? = a® + 2ab + b? fiihrt auf

23 = (20 +3)* =20* +2-20 -3 + 3% = 400 + 120 + 9 = 529

2. Sie wollen die Dezimaldarstellung von % berechnen. Das funktioniert im Kopf genauso
wie bei der schriftlichen Division, nur dass man sich die Zwischenergebnisse merken muss.
Tipp: Notieren Sie anfanglich das Endergebnis sukzessive wihrend Sie es berechnen:

7
§=2+Rest

Sie notieren die 2 und merken sich den Rest 1

10
— =3+ Rest
3
Sie notieren die 3: 2,3 Der Rest ist nun wieder 1 und damit ist klar, dass Sie nur noch
den Periodenstrich iiber die 3 setzen miissen:
7

- =23
3 7

3. Spéter versuchen Sie auf das Schreiben zu verzichten: Sie wollen die Dezimaldarstellung
von % berechnen:

11
~~ =1+ Rest
7 €S

Sie merken sich 1 und den Rest 4.

% = 5+ Rest, Sie merken sich 1,5 und Rest 5.

% = 7+ Rest, Sie merken sich 1,57 und Rest 1.

2 = 1+ Rest, Sie merken sich 1,571 und Rest 3.

% = 4+ Rest, Sie merken sich 1,5714 und Rest 2.

% = 24 Rest, Sie merken sich 1,57142 und Rest 6.

10



1.2. Rechenoperationen und Umformung von Termen

% = 8+ Rest, Sie merken sich 1,571428 und Rest 4.

Da g wieder 5 plus Rest ist, wissen Sie nun, dass Sie die Periode 571428 haben.

Tipp: Wenn eine Division durch 7 nicht ohne Rest mdglich ist, entsteht immer eine
Periode 14 28 57. Diese lédsst sich leicht merken, da 14 das Doppelte von 7 ist, 28 = 2- 14
und 57 =2-28 + 1

. Wenn Sie Briiche berechnen, kiirzen Sie zunéchst, um die Multiplikationen und Divisionen
moglichst einfach zu halten. Auch hierbei miissen Sie sich die Zwischenergebnisse des

Kiirzens merken.
3 56
7 6
Es wird 3 mit 6 und 56 mit 7 gekiirzt. Damit bleibt % : % =4,

Im Kopf kiirzen Sie immer nur ein Paar Zahlen und merken sich das neue Zwischenergeb-

nis. Dann kiirzen Sie wieder und fahren so fort:

3 56 56 8

S =y
7T 6  7-2 2

5. Sie wollen 6,3% von 120 000 ausrechnen: Kiirzen Sie zunichst 1% = - mit 120 000: Es

100

verbleibt 6,3 - 1200 Sie wissen sofort: 6 - 1200 = 7200 und 0,3 - 1200 ist dann die Héilfte

720

5~ = 360 Die Losung ist also

eines Zehntels des letzten Teilergebnisses:0,3 - 1200 =

6,3% - 120 000 = 7200 + 360 = 7560

1.2. Rechenoperationen und Umformung von Termen
Fiir a,b,c e R gilt:

1. Kommutativgesetze
a+b=b+aq; a-b=>b-a

2. Assoziativgesetze
(a+b)+c=a+ (b+c); (a-b)-c=a-(b-c)
3. Distributivgesetz Merke: Punkt vor Strich
a-(b+c)=a-b+a-c
4. Umgang mit dem negativen Vorzeichen

(—a)b = —ab = a(-b); (—a)(=b)=ab; —(—a)=a; a—(b+c)=a—-b—c

Multiplikation von Summen und Ausklammern

Zwei Summen werden miteinander multipliziert, indem man jedes Glied der ersten Summe mit

jedem Glied der zweiten Summe unter Beachtung des Vorzeichens multipliziert.



1. Grundlagen

b) - (c+d) =ac+ ad + bc + bd

a

_l’_
a+b)-(c—d)=ac—ad+bc—bd

a—1"b)-(c—d)=ac—ad—bc+bd

(
(
(
e (a+b+c) 2x—y—2)=2ar—ay—az+2bx —by — bz + 2cx —cy —cz

Haben alle Glieder einer Summe einen gemeinsamen Faktor, so kann man diesen
ausklammern, wodurch die Summe in ein Produkt umgewandelt wird.

e ar+br+cr=x-(a+b+c)
ea-(z+1)+b-(z+1)=(a+b) - (x+1)
e 2ab—a—4ac=—a-(—2b+ 1+ 4c)

® 2ax + 2ay +3bx +3by =2a- (x+y)+3b-(x +y) = 2a+3b) - (x +y)

Binomische Formeln
1. Binomische Formel:  (a + )% = a® + 2ab + b?
2. Binomische Formel:  (a — b)? = a® — 2ab + b*

3. Binomische Formel:  (a +b) - (a — b) = a* — V?

Lernvideos

Ausmultiplizieren, Klammern, Rechnen mit Buchstaben Binomische Formeln
Pascalsches Dreieck und Binome Binomische Formeln geometrisch
Dritte binomische Formel

Zu den Ubungen:

1.3. Bruchrechnung

In Briichen konnen folgende Rechenoperationen durchgefiihrt werden, die den Wert des Bruches
nicht verdndern:

1. Kiirzen: Zéhler und Nenner werden durch die gleiche Zahl (# 0) geteilt.
2. Erweitern: Zahler und Nenner werden mit derselben Zahl (s 0) multipliziert.

Wichtig: Es muss der gesamte Zéhler bzw. Nenner geteilt / multipliziert werden.

Beispiele:
e 1% 0 ax0
a a
abxy
. =y a,b#0
ab
.ab+&c:a-(b+c):b+c 00
a a
. am—beray—by:x-(&—b)er'(a—b) _ (z+y) (a—b) —zty
a—>b a—>b a—b

12


https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=3TH4PsR70HA
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=KeCd7fs7rtc
https://mmf.univie.ac.at/zyklus/ab-pascalsches-dreieck-i/
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=Jkd128gXxHk
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=EW7e-v9y2LU

1.4. Potenz- und Wurzelrechnung, Logarithmen

Lernvideos

Bruchteilel Briiche Kiirzen und Erweitern/ Erweitern Kiirzen

Addition und Subtraktion

Briiche mit demselben Nenner werden auch gleichnamig genannt. Haben Briiche unterschied-
liche Nenner, werden sie entsprechend ungleichnamig genannt. Gleichnamige Briiche werden
addiert / subtrahiert, indem man die Zahler addiert / subtrahiert und den Nenner beibehilt.

a+b+c_a+b+c 40
d d d d
Ungleichnamige Briiche sind vor dem Addieren / Subtrahieren durch Erweiterung gleichnamig

zu machen.

Ein gemeinsamer Nenner ldsst sich im Zweifel immer durch das Produkt der einzelnen Nenner
finden!

Beispiele:
5a  3a 20a 3a 20a+3a 23a
. —4+—=—"+—= =
2r  8x 8 8 8 8
Ta B 3a B Ta - 5c B 3a-12b B 35ac — 36ab
120 5¢ 12b-5¢  5e-126 60bc
Lernvideos
Addition

Multiplikation und Division

Zwei Briiche werden multipliziert, indem man die Zdhler und die Nenner jeweils miteinander

multipliziert.
a ¢ ac
- == — b,d
b'd b 7Y

Zwel Briiche werden dividiert, indem man den ersten Bruch mit dem Kehrwert des zweiten
Bruchs multipliziert.

d d
= E:a— b,C,d?ﬁO

¢
d b be

Sl S

Lernvideos

Multiplikation und Doppelbriiche Hauptnenner

Zu den Ubungen:

1.4. Potenz- und Wurzelrechnung, Logarithmen

Das Rechnen mit Potenzen erlaubt es, die Operationen Multipliaktion und Division in Addi-
tion und Subtraktion zu iiberfiihren. Dies ist eine deutliche Vereinfachung und findet stindig
Anwendung beim Rechnen. Viele Operationen sind mit Potenzen (statt Briichen oder Wurzeln)
deutlich leichter.

eag-a-...-a=a" a = Basis, n = Exponent
—

n—mal

13


https://mmf.univie.ac.at/zyklus/bruchteile-von-groessen/
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=QTDEtQn5Iuo
https://mmf.univie.ac.at/zyklus/brueche-kuerzen-und-erweitern/
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=-6_shwGfgLo
https://mmf.univie.ac.at/zyklus/brueche-addieren-und-subtrahieren//
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=oL6yFBzdNVY
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=742nsm2mmg0

1. Grundlagen

e ' =1
e a=ua
n M
nn n ger i
. (—a)" — a ) we gerade st.
—a™ wenn n ungerade ist
Lernvideos

Potenzen und Wurzeln

Addition und Subtraktion

Es konnen nur Potenzen mit gleicher Basis und gleichem Exponenten addiert beziehungsweise
subtrahiert werden.

Beispiele:
o 373 — b + 423 = 223

o 6ab® + 4a® — 20% + 7a® = 6a%b® + 11a® — 2b°

Multiplikation und Division

Rechenregel Beispiel

am-a® = am™tm 4a3y” - baty? = 2023y ™+2 = 2027y°
am - b = (a-b)" 2% - (52)™ = (5x2)™ = 3125V (z2)™
a™ 122%y* 3-2,4-2

-z mn _ — 2 _4 2

a 3x2y? Y o

(a)n _a” 20\ " B (22)"

b - br Y - y4z
a" = 3~ %y3 = ?;i;
(an)m g (a5)2x — ale
. . 0 _ 1

Speziell gilt: 0" =1und b™" = o
Lernvideos

Ganzzahlige positive Exponenten] Rechnen mit Exponenten Hoch Null
Negative Exponenten Exponentialdarstellung von Dezimalzahlen

Wurzeln

Zusatzlich wird das Wurzelzeichen definiert:
r=3aer"=a (a=0)

Damit ist die Potenzrechnung auch fiir rationale Exponenten erklért.
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1.5. Zahlen und Mengen

Lernvideos

Gebrochenzahlige Potenzen Wurzeln Rechenregeln

Logarithmen

Steht eine Variable im Exponent, so spricht man von einer Exponentialgleichung, zum Beispiel:
4%* = 256
Gleichungen des folgenden Typs werden mit Hilfe des Logarithmus gelost.

a* =b<ex=1log,b
2" =512 e x =log,512=9
1

5 — =
125

x = logs -3

=— <
125

Der Logarithmus zur Basis 10 wird auch dekadischer Logarithmus genannt und durch das

Symbol lg bezeichnet:

log,pa=lga

Der Logarithmus zur Basis e wird auch natiirlicher Logarithmus genannt und durch das
Symbol In bezeichnet, wobei e & 2,72 die Eulersche Zahl ist. Er wird haufig in Naturwissenschaft
und Technik benutzt.

log,a =1Ina

Dabei lasst sich jeder beliebige Logarithmus log, b durch den natiirlichen Logarithmus In dar-

stellen: b
log, b = ke
Ina

Beispiele:

e log,8 = 3; log, 1024 = 10; log;, 100 = 2; log;, 1(1)—0 = -2

Rechenregeln

e log,1=0 e log, (u-v) =log, u + log, v

e log,a=1 e log, + =log, u —log, v

o '8l =1 e log, u” =wv-log,u
Lernvideos

Logarithmen Potenzfunktionen Logarithmen Rechenregeln fiir Logarithmen
Logarithmen zu anderen Basen Exponentialfunktionen

Zu den Ubungen:

1.5. Zahlen und Mengen
Georg Cantor (3.3.1845 - 6.1.1918), gab 1895 folgende Definition einer Menge:

Definition 1.1:
“Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-unterschiedenen

Objekten m |[...| zu einem Ganzen.”
15


https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=ojIfQqJ7Aig
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=LlzbkkVHSrM
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=Gh_gLeO3TFM
https://mmf.univie.ac.at/zyklus/ab-logarithmusfunktionen/
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=LmSJs-g_YYI
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=rtvWdRLFqNk
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=DJJ6Y-vHzCI
https://j3l7h2.de/videos/v.php?v=uX09kxoqWb8
https://mmf.univie.ac.at/zyklus/ab-exponentialfunktionen/

1. Grundlagen

Diese Definition fordert zum Einen, dass alle Objekte (auch Elemente) einer Menge eindeutig
definiert sind, sie alle unterscheidbar sind und insbesondere kein Element doppelt enthalten ist.
Die Elemente einer Menge miissen keine Zahlen sein.

Beispiele:
e Die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 5: M = {1,2,3,4,5}
e Die Menge mit dem einzigen Element 3: M = {3}
e Die leere Menge hat keine Elemente: M = {} = 0
e Ein senkrechter Strich (oder ein Doppelpunkt) trennt Nebenbedingungen von der Be-
zeichnung der Elemente:
M = {z|zist eine Quadratzahl < 30} = {1,4,9,16,25}
e Sind Bedingungen nicht erfiillbar, kann dies auf leere Mengen fiihren:

M ={z|lreRund 2> +1 =0} = {}

Notationen mit Mengen

1. x € M heilst: x ist ein Element von M
2. x ¢ M heifst: x ist kein Element von M
3. My = M, bedeutet: Die Menge M, ist identisch mit der Menge Ms: v € My < x € M,
und z ¢ M, < x ¢ M,
4. My, © M, oder M; < M, bedeutet: Die Menge M ist eine Teilmenge der Menge Mo:
reM =xeMyund x ¢ My = x ¢ M,
5. A = M; u M, ist die Vereinigung der Menge M; mit der Menge M. A enthilt alle
Elemente, die in M; ODER (v) M, enthalten sind.
6. A = M; n M, ist die Schnittmenge der Mengen M; und M,. A enthilt alle Elemente, die
in M; UND (A) M, enthalten sind.
7. A= M\Ms = {x|x € Myrx ¢ M} ist die Differenzmenge: M; reduziert um M. A enthélt
alle Elemente, die in M; UND NICHT in M; enthalten sind. Achtung: M\My # M\ M,
8. A= M; x My = {(x,y)|z € My, y € My} ist das kartesische Produkt der Mengen M; und
M.
Beispiele:
o 2e {123}, 4¢{1,23)
e Es seien My = {1,2,3,4}, My = {4,5,6,7}, M3 = {4,5}, dann gilt:
0] M3 c M2
o) Ml M M2 = {4}
O MQ\Ml = {5,6,7}
o v € M\{0} wird gelesen: "‘x ist ein Element aus M ohne 0"’

16



1.5. Zahlen und Mengen

Die Mengen N, Z

Die Menge der natiirlichen Zahlen ist:
N={1,2,34....}
Die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen kann man zum Beispiel so beschreiben:
M = {2z|xe N} = {24,6...}
Ny bezeichnet die (Menge der) natiirlichen Zahlen vereinigt mit der Null:
Ny = Nu {0}

Die Erweiterung der Zahlenbereiche war meist durch die Unlosbarkeit gewisser Gleichungen
motiviert. Ausgehend von N lassen sich so mehrere Erweiterungen motivieren. Die Menge der
ganzen Zahlen ist:

Z=Nu{0,—-1,-2-3...}
Beispiele:
e 2x = 16 hat genau eine Losung in N
e —2z = 6 hat keine Losung in N, aber genau eine Ldsung in Z
e 0-x =0, hat unendlich viele Losungen in Z

e 3x = 1 ist nicht losbar in Z

Die Menge QQ

Ist eine Gleichung in A l6sbar, so ist sie auch in B lésbar, wenn A < B gilt. Um Gleichung
wie 3x = 1 l6sen zu konnen, ist eine Erweiterung auf die Menge der rationalen Zahlen
erforderlich:

Qz{%ﬁnez,neN}

Satz 1.1. Jede rationale Zahl ist eine periodische oder abbrechende Dezimalzahl. Und jede
periodische oder abbrechende Dezimalzahl ist rational.
Beispiele:

e r-x = s, besitzt fiir r # 0 genau eine Losung z € Q fiir feste r,s € Q

e 1 -1 = 2, besitzt keine Losung in Q

e 2 =10,285714 (Bemerkungen: Die Anzahl der Reste der Division 2 ist <n —1.)

o 1 =212345
100z = 212,345 und 100 000z = 212 345, 345
09 900z — 212 133 — 1z — ~12133
= ¥ = 799900

Die Menge R

Die Zahl 0,1 10 100 1000 10000 100000..... kann nicht in Q sein, da sie weder periodisch noch

abbrechend ist. Neben der hier konstruierten Zahl, kennen wir viele weitere Zahlen, die nicht
17



1. Grundlagen

in Q sein konnen. Eine dieser Zahlen ist z = v/2. Die zugehdrige Gleichung 22 = 2 besitzt keine
Losung in Q.

Eine Moglichkeit, die Menge der reellen Zahlen zu definieren, ist: R = {x|zist Dezimalzahl}

Jeder Punkt der Zahlengeraden (Zahlenstrahl) ist in R enthalten.

Intervallschreibweisen und Ungleichungen
Mit a < b gelten folgende Notationen:

(a,b] :={z|a < x < b}
[a,b] := {z|a < x < b} [a,0) := {z|a < )}

(a,0) :=={zfa <z < b} (—00,b) := {z|r < b}

Die runden Klammern kénnen auch durch nach auften offene eckige Klammer ersetzt werden:
(a,b) =la,b[, [a,b) = [a, Bl etc.

Teilstiicke der Zahlengeraden werden durch Intervalle oder Ungleichungen beschrieben: Die
Menge aller positiven reellen Zahlen entspricht der rechte Halbgeraden der Zahlengeraden. Diese
Teilmenge der Menge R kann durch eine Ungleichung oder ein Intervall beschrieben werden:

[0,00) = {z € R|0 < z}

Bemerkungen:
e Ein Intervall kann auch nur einen einzigen Punkt enthalten: [a,a] = a
e Nichtleere Schnittmengen von Intervallen sind wieder Intervalle.
e Die Losungsmengen von Ungleichungen sind Intervalle oder Vereingungen von Intervallen.

Werden zwei Terme mit einem Ungleichheitszeichen verbunden, so spricht man von einer Un-
gleichung. Hierbei konnen zur Losung dieselben Umformungen vorgenommen werden, wie bei
Gleichungen (Lernvideo: Auflosen). Bei der Multiplikation oder Division mit einem Faktor
c < 0, ¢ € R dreht sich das Ungleichheitszeichen um. Das heikt es gelten folgende Aquivalen-
zumformungen.

1. Addition oder Subtraktion des gleichen Terms auf beiden Seiten der Gleichung.
2. Multiplikation oder Division beider Seiten der Gleichung mit einem Faktor ¢ # 0.
a) ¢ > 0: das Ungleichheitszeichen bleibt erhalten.

b) ¢ < 0: das Ungleichheitszeichen wird umgedreht.

Beispiel:
—7r < 4x+ 18
< —1lz < 18
= X = —%
e L = {zeR|z=-
s L [—%,oo)
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1.6. Grofen und Einheiten

Lernvideos
Zahlenbereiche, Mengenbildung durch Auswahl Intervalle

Zu den Ubungen:

1.6. GroBBen und Einheiten

Das Messen ist eine der wichtigsten Aufgaben in der Physik und Technik. Neben den erfor-
derlichen Messgeriten werden dafiir genormte Einheiten bendétigt, die in einem System zusam-
mengefasst sind. Heute wird ausschlieflich das ,Internationale Einheitensystem (SI-Einheiten)*
verwendet. Die nachfolgende Tabelle zeigt die 7 Basiseinheiten:

Grofie Einheit Symbol
Lange Meter m
Zeit Sekunde s
Masse Kilogramm kg
elektrische Stromstirke Ampere A
Temperatur Kelvin K
Stoffmenge Mol mol
Lichtstéirke Candela cd

Die weiteren SI- Einheiten werden als Potenzprodukte aus den Basiseinheiten kohéirent, also
ohne Verwendung von Zahlenfaktoren, abgeleitet. Alle anderen Einheiten sind inkohérent und
somit keine SI-Einheiten.

Beispiele:
1. Watt [W] ist eine kohdrente Leistungseinheit, also ohne Zahlenfaktor abgeleitet:

ke - m?
W =181

g3

2. Kilowatt [kW] ist eine inkohérente Leistungseinheit, also mit Hilfe eines Zahlenfaktors

abgeleitet:

kg - m?

kW = 10 . =2
s

Die nachfolgende Tabelle zeigt, welcher Faktor in Bezug auf eine Grundeinheit bei den entspre-
chenden Vorsilben gebraucht wird.

Vorsilbe Symbol Faktor Vorsilbe Symbol Faktor
Tera T 1012 Dezi d 101
Giga G 10° Zenti c 1072
Mega M 108 Milli m 1073
Kilo k 103 Mikro 7 10=¢
Hekto h 102 Nano n 10~°
Deka da 10

So ist beispielsweise ein Milliampere mA ein Tausendstel Ampere, das heifft ImA = 1-1073A.

Lernvideos

Proportionalitat und Einheiten
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1. Grundlagen

Zu den Ubungen:

1.7. Dreisatz

Dieses Losungsverfahren benutzt man, wenn verschiedene Grofen einem proportionalen Ver-
héltnis zueinander stehen.

Beispiel:

Ein Auto braucht fiir eine Strecke von 100 km 6,8 ¢ Kraftstoff. Wie viel verbraucht dieses Auto
fiir eine Strecke von 35 km?

Zunéchst berechnen wir den Verbrauch fiir einen Kilometer:
6,8 ¢: 100 km = 0,068 ¢/km

Damit kénnen wir den Verbrauch fiir 35 km Strecke berechnen:
0,068 ¢/km - 35 km = 2,38 ¢

Schematisch ldsst sich dies wie folgt darstellen:

100 km 6,8 L
£ 100 | £ 100 |
lkm 0,068 L
35| 35|

35 km 2,38 I

Stehen verschiedene Grofen in einem umgekehrtproportionalen Verhiltnis zueinander, so sind
die Rechenvorschriften jeweils entgegengesetzt anzuwenden.

Beispiel:

2 Maler benétigen fiir das Streichen eines Hauses 5 Tage. Wie lange benotigen 5 Maler, wenn
alle gleich schnell arbeiten?

Zwei Maler brauchen 5 Tage fiir das Streichen des Hauses. Das bedeutet, ein Maler benotigt
2 -5 Tage = 10 Tage

Das heifst, 5 Maler sind schneller als zwei, denn
10 Tage : 5 = 2 Tage

Sie benotigen also nur 2 Tage:

2 Maler 5 Tage

12 2]
1 Maler 10 Tage
5l 05}

5 Maler 2 Tage
20



1.8. Lineare Gleichungssysteme

Lernvideos

Dreisatz Direkte Proportionalitat Indirekte Proportionalitit

Zu den Ubungen:

1.8. Lineare Gleichungssysteme

Lernvideo: Lineare Gleichung

Ein Lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System aus linearen Gleichungen, das mehrere
unbekannte Variablen enthilt.
Grundlegende Techniken zur Lésung solcher Systeme sind:

1. Einsetzungsverfahren 2. Gleichsetzungsverfahren 3. Additionsverfahren
Im Grunde arbeiten alle drei Verfahren gleich: Sie reduzieren die Anzahl der Unbekannten und

die Anzahl der Gleichungen schrittweise bis die erste Unbekannte bestimmt ist. Danach werden
rekursiv alle weiteren Unbekannten bestimmt.

Beispiel:
Alle drei Verfahren 16sen das LGS: 3z +2y = 9 und 4x —y = 1 eindeutige mit x = 1 und y = 3:

1. Einsetzungsverfahren: Die 2. Gleichung wird nach y aufgeldst und in die 1. Gleichung

eingesetzt:
y = 4dor—1
=3r+24x—-1) = 9
ellr = 1ll=2x=1

Einsetzen in die 2. Gleichung liefert: y =4-1—-1=y =3

2. Gleichsetzungsverfahren: Die 1. und 2. Gleichung werden nach y aufgeldst und beide

gleichgesetzt:
1
y = 5(9-32)
y = 4o —1

= —(9—-3z) = 4z—1
9-3z = 8r—2=u0=1

Einsetzen in eine der Gleichungen liefert: y = 1(9 —3) =y =3

3. Additionsverfahren: Wir addieren hier das Doppelte der zweiten Gleichung zur ersten

Gleichung:
d3r+2y = 9
de—y = 1
=3r+2y+24r—y) = 9+2
3r4+8r = 1ll=zx=1

Einsetzen in eine der Gleichungen liefert: y = 3
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1. Grundlagen

Losungsmenge eines Linearen Gleichungssystems

LGS konnen genau eine, keine oder unendlich viele Losungen haben. Die oben gezeigten Tech-
niken iibertragen sich auf LGS mit beliebig vielen Verdnderlichen oder Gleichungen.

Beispiele:
1. Das LGS
3r+2y = 9
e —y =
20 -2y = 3

hat keine Losung: Wir erhalten aus den ersten beiden Gleichungen: = 1 und y = 3. Dies
erfiillt aber nicht die dritte Gleichung, daher hat dieses LGS keine Losung.

. Das folgende Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen:

r+y+z=4
rT+y—z=-8

Subtrahieren wir die erste von der zweiten Gleichung (wir addieren das (—1)-fache), so
bekommen wir:

—2z2=—-12<2=6
Addieren wir die erste zur zweiten Gleichung, so bekommen wir:
2t +2y=—-4derty=-2y=—x—2

Da wir nun alles ausgenutzt haben und beide Gleichung erfiillt sind, ldsst sich y nur
in Abhéngigkeit von x festlegen. Das bedeutet, wir kénnen die Losungsmenge wie folgt

angeben:
x € R beliebig
y=—x—2
z=0
Lernvideos

LGS Losungsmenge LGS

Zu den Ubungen:
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2. Funktionen

Definition 2.1:
Eine reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen ist eine Vorschrift f, die jeder Zahl
x € D € R genau eine Zahl f(z) € R zuordnet.

Die Definitionsmenge ist Teil der Definition einer Funktion. Wird diese nicht angege-
ben, so ist der groftmogliche Definitionsbereich (in R) gemeint.

Funktionen sind Abbildungen, sie bilden ihren Definitionsbereich auf den Wertebereich

ab. Schreibweise:
f:D->W

f(z) bezeichnet den Wert der Funktion an der Stelle . Die iibliche Sprechweise “Die Funk-
tion f(z) = ..” ist streng genommen ungenau. Man meint damit: “Die Funktion f mit dem
Definitionsbereich D und der Abbildungsvorschrift f(x) = ...”.

Der Graph einer Funktion ist eine Menge von Punkten: Gy = {(z, f(z))|x € D}

Beispiel

Die Funktionen f : (0,17] — R mit f(z) = % und g : R~ — R mit g(z) = 1 haben die selbe
Abbildungsvorschrift, unterscheiden sich jedoch offensichtlich sehr deutlich voneinander.

Nullstellen

Definition 2.2:
Hat eine Funktion f : R — R an einer Stelle zq € R den Funktionswert f(xq) = 0, so heift x
eine Nullstelle der Funktion f.

Nullstellen sind jene Stellen, an denen der Funktionsgraph einer Funktion die z-Achse schneidet
oder beriihrt.

2.1. Lineare Funktionen

Definition 2.3:
Eine Funktion f:R — R mit f(z) = az + b, a,b € R heift linear.

Die Graphen dieser Funktionen sind immer Geraden, deren Steigung a ist. Der y-Achsenabschnitt
ist durch f(0) = b gegeben.

Zwei-Punkte-Form und Punkt-Steigungs-Form

Sind zwei Punkte P, = (x1,4;) und Py = (x9,y2) der Geraden gegeben, so bekommt man die
Geradengleichung aus dem Steigungsdreieck:

_ f(x) — f(x1) _ f(z2) — f(w1)

r — T To — I

Auch die Punkt-Steigungs-Form bekommt man aus diesem elementaren Zusammenhang.
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2. Funktionen

Beispiele:

1. Gesucht sei die Gerade durch die Punkte P, = (2,—3) und P, = (—1,4).

flr)=(=3) _4-(=3) 7 7.0
== =1 5 @f(x)+3=—§(x—2)<:)f(x)z—gx—i—g

2. Gesucht sei die Gerade mit der Steigung a = 2 durch den Punkt P = (1, —3)

fz) = (=3)

z—1

=2 = s f(r)+3=2r—-2< f(r)=2x—5

Tipp: Verdeutlichen Sie sich diese Zusammenhénge an Steigungsdreiecken von Geraden.
Stellen Sie sicher, dass Sie diese intuitiv verwenden kénnen.

Nullstellen linearer Funktionen

Nullstellen linearer Funktionen sind Losungen linearer Gleichungen. Sie lassen sich durch ein-
fache Termumformungen berechnen.

Lernvideos

Geradengleichungen Lineare Funktionen Lineare Funktionen Steigungsmessung

Zu den Ubungen:

2.2. Quadratische Funktionen

Funktionen der Form f : R — R mit f(z) = ax® + bx + ¢, a,b,c € R heifen auch qua-
dratische Funktionen. Die zugehdrigen Graphen sind Parabeln. Um den Verlauf des Graphen
dieser Funktion beurteilen zu kénnen, empfiehlt sich die Umformung in die Scheitelform
f(x) = a(x — B)*> + C mittels quadratischer Erginzung.

Die quadratischer Erginzung bezeichnet im Allgemeinen die Ergdnzug eines Terms der
Form a? + 2ab zu einem Term der Form a® + 2ab + b, um die rechte Seite einer binomischen

Formel zu erzeugen:
(a+b)* = a* + 2ab + b

Verfahren: Man bestimmt b und addiert 2. Um den Term nicht zu verindern, wird dann b?
direkt wieder abgezogen. Die Erzeugung der Scheitelform sieht damit wie folgt aus:

b
f(x)zaxz—i-ba:—l—c:a(xQ—i-—x)—i-c
a

= 9l (2 B EAY +

I an 2a 2a ¢

= 0l (L N oa(2 2+

I QaI 2a “ 2a ¢
b\’ b2

=a<x—|—%> +c—£

mit dem Scheitelpunkt S = (—%, c— %) = (B, C).
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2.2. Quadratische Funktionen

Beispiel:
flx)=a*+42-2=(2+2)*-6= 9= (-2,-6)

Bemerkung:

Liegt der Scheitel in S = (0,0) so handelt es sich um die, mit dem Faktor a in Richtung der

f(x)-Achse gestreckte, Normalparabel f(x) = az?. Fiir a = 1 ist dies genau die Normalparabel.
Siehe hierzu: [2.9]

Tipp: Stellen Sie sicher, dass Sie jede Parabel jederzeit spontan skizzieren kénnen.

Nullstellen quadratischer Funktionen
Nullstellen quadratischer Funktionen sind Losungen quadratischer Gleichungen. Sie lassen sich

wie oben durch eine quadratische Ergidnzung gewinnen.

Ist die reelle Losungsmenge einer quadratischen Gleichung gesucht, so sucht man alle x € R,
die die Gleichung erfiillen: az? + bx + ¢ = 0 Zur Vereinfachung ist die Division durch a zu
empfehlen. (Dies ist moglich, da a # 0 gilt.)

ar’+br+c=0<2+pr+g=0mitp="2und ¢ = ¢

Aus dieser Form ldsst sich mittels quadratischer Ergdnzung und Auflésen nach x die pg—Formel
gewinnen:
2 +pr+q=0

x2+2£x=—q

2
2 p P\? P\?
o (5) =0 ()
x° + 21:4— 5 q -+ 5
13)2:?_’2_
@+2 1 1

p /D2 p /D2
— =4/ — =—=44/= —
x+2 1 q= 212 5 1 q
2

Der Radikand p := g — q wird oft auch als Diskriminante bezeichnet, da dieser Ausdruck

direkt Aussagen zur Losungsmenge ermoglicht:

p >0 = 2 verschiedene Losungen, 2 Nullstellen
= Der Scheitel liegt unter der x-Achse: yg < 0
p=0 = 1 (doppelte) Losung, 1 Nullstelle
= Der Scheitel liegt auf der x-Achse: yg = 0
p <0 = keine (reelle) Losung, keine reelle Nullstelle
= Der Scheitel liegt iiber der z-Achse: ys > 0
Beispiele:
-3 —3)° 3. [9 16
1.x2—3x—4=0:>x172=—7i (4—) (4)—§i Z+Z:>x1—4,x2——l

/16 16
2.$2—4I+4:0:>$172:2i Z—Z=>I1:2
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2. Funktionen
3. 22 =22 +3=0= x15 = 1 £ /1 — 3 = keine reelle Lésung

Lernvideos

Quadratische Funktionen Quadratische Gleichung

Zu den Ubungen:

2.3. Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Definition 2.4:
Eine Funktion p : R — R heift Polynom (genauer: Polynomfunktion), wenn es eine explizite
Darstellung der Funktion durch

n
p(m) =ap + a1r + CLQZL‘Q + ...+ anfl‘xn*l + a,z" = Z aka:k
k=0

mit reellen Zahlen ag,aq,...,a, gibt.

e Bin Ausdruck der Form az* heifit Monom und ist auch ein Polynom.

Der Grad des Polynoms ist n € Ny (Bedingung: a,, # 0)

Die a; werden Koeflizienten genannt.

Lineare Funktionen sind Polynome vom Grad eins: p(z) = ag + a1z

Quadratische Funktionen sind Polynome 2. Grades: p(z) = ag + a1z + asz?

Beispiele:
Geben Sie zu folgenden Polynomen den Grad an.

L p(z)=2*+x+5 2. p(x) =7 3. p(z) = (z — 2)*(z + 3)

Polynomdivision

Die Polynomdivision, auch Partialdivision genannt, verlauft analog zur Divison von Zahlen mit
Rest, nur dass hier statt zweier Zahlen zwei Polynome durcheinander geteilt werden und als
Ergebnis wieder ein Polynom - der "‘Ganzteil"’ und der Rest der Divison - stehen.

P(z) = ap + a1z + asx?® + asx® + ... + a,z" ag,...,a, ER;neN

Die hochste Potenz n gibt den Grad eines Polynoms an. Jedes Polynom n-ten Grades besitzt
maximal n reelle Nullstellen. Damit ldsst sich das Polynom wie folgt darstellen:

Px)=(x—x) - (x—x2) ... (T —xy) neN

Die Werte 1, 2o, ..., x, sind die Nullstellen des Polynoms.

Fiir Polynome 0. und 1. Grades ist die Berechnung der Nullstellen sehr einfach. Auch fiir Poly-
nome 2. Grades stellt die pg-Formel ein effektive Moglichkeit dar, die Nullstellen zu bestimmen.
Ab dem 3. Grad wird es allerdings schon schwieriger, die Nullstellen exakt zu berechnen.

Gegeben sei nun ein Polynom P(z), von dem eine Nullstelle 21 bekannt ist. Durch den Quoti-
enten % erhdlt man nun ein Polynom eines kleineren Grades. Im Falle eines Polynoms 3.
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2.4. Winkelfunktionen

Grades erhalt man danach ein quadratisches Polynom und kénnte nun mit der Mitternachts-
formel die iibrigen Nullstellen bestimmen.

P(x) =2° —82* + 242 — 32 =0 Nullstelle: z; = 4
23 — 82?% + 241 — 32

1 = (2" — 827 + 242 —32) : (x —4) = ...
l’_

Die Division funktioniert fiir Polynome genau so wie die schriftliche Division ganzer Zahlen und
kann nach dem gleichen Schema gelost werden:

( 2%—8a?+242-32): (v —4) =2 — 4z + 38

— 2% + 422
— 42% 4 24x
42% — 162
8x — 32
—8x + 32
0

Lernvideos

Polynome Polynomdivision Faktorisierung Linearfaktoren

Zu den Ubungen:

2.4. Winkelfunktionen

<

Satz 2.1. In einem Dreieck betragt die Winkelsumme 180°

Satz 2.2. In einem rechtwinkeligen Dreieck gelten fiir die Katheten a und b, die Hypotenuse c
und die Winkelfunktionen von o, dem der Seite a gegeniiberliegenden Winkel:
a b a sina

sinoa = — cosq = — tana = — =
c c b cosa

Satz 2.3. (Satz des Pythagoras) In einem rechtwinkeligen Dreieck gelten fir die Katheten a
und b, die Hypotenuse c:

a>+ b2 =c?
Aus dem Satz des Pythagoras folgt direkt:

Satz 2.4. Die Summe der Quadrate von Sinus und Kosinus desselben Winkels ist 1:

sin?a + cos?a = 1
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2. Funktionen

Beweis.

2 2 2 2
a b c a\ 2 b c\ 2 )
a2+b2=c2<:>—2+—2=—2<:)(—) —i—(—) z(—) < sina +cos’a =1
2 ¢ c

Aus Symmetriegriinden folgt weiter: cos(90° — «) = sina und sin(90° — a) = cos«

Lernvideos

Winkelfunktionen Winkelfunktionen am Einheitskreis

Das Bogenmal}

Jeder Winkel « lasst sich eindeutig durch die Lange des zugehorigen Kreisbogens des Einheits-
kreises darstellen. Dieser Wert fiir einen Winkel wird Bogenmaf genannt. Der Kreisumfang des
Einheitskreises ist 27. Folglich entspricht der Bogen der Linge m einem Winkel von 180° im
Gradmafk.

1o
180
Die Umrechnung eines Winkels o im Gradmaf in das Bogenmaf erfolgt mit: rad(«a) = algO"

Lernvideos

Bogenmalfs

Die Funktionsgraphen der Winkelfunktionen

Die Funktionsgraphen der Winkelfunktionen sollte man kennen. Die folgende Abbildung zeigt
jeweils den Ausschnitt {iber eine Periode der Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion, sowie

des Tangens:
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2.4. Winkelfunktionen

Yy NE
1 *1
6,,
05 4
2,,

i3 Ty 2 T
05 4
_6,,
1 _81

Wichtige Funktionswerte und Periodizitat

Einfache Funktionswerte fiir Winkelfunktionen gibt es fiir 0° und fiir alle Vielfachen von 30°
und 45°. Es geniigt, diese Werte fiir die entsprechenden Winkel bis 90° zu kennen, danach
wiederholen sie sich mit wechselnden Vorzeichen gemiafl der Periodizitdt der Winkelfunktionen.

Winkel | Bogen | Sinus | Kosinus | Tangens
0° 0 0 1 0
e | b | 4] s | 4
45° i NG NG 1
60° in | L3 1 V3
90° ST 1 0 +00

Als Merkhilfe: Die halbe Quadratwurzel der ganzen Zahlen 0 bis 4 ergibt die Funktionswerte
der Sinusfunktion fiir die Winkel 0°, 30°, 45°, 60°, 90°:

1 1 1 1 1
V0, =1, =2, =4/3, =4
2\@, 2[, 2[, 2\/5, 2[

Die entsprechenden Funktionswerte fiir die Kosinusfunktion haben die umgekehrte Reihenfolge.
sinx

Die Funktionswerte der Tangensfunktion folgen dann aus: tanx =
COS T

Die Perioden von Sinus und Kosinus sind jeweils 27, die des Tangens ist 7:
e sin(z + k- 27) = sin(z) mit k € Z
o cos(z + k-2m) = cos(z) mit k € Z
e tan(z + k- m) = tan(z) mit k € Z

Die Nullstellen der Winkelfunktionen hingen wie folgt zusammen:
esnr=0<tanr =02 =Fkrmit keZ
ecosr=0sr=Fkr+JmtkeZ

Lernvideos

Funktionswerte Funktionswerte Teil 2
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2. Funktionen

Zu den Ubungen:

2.5. Die Umkehrfunktion

Ergibt die Verkettung zweier Funktionen jeweils (unabhéngig von der Reihenfolge) die Iden-
titdtsfunktion h(x) = z, so ist die eine Funktion Umkehrfunktion der anderen. (Zur Be-
griffsklarung der Verkettung siehe auch [2.10])

(gof)(x) =z =(fog)(x)
Folgendes Beispiel liefert einen derartigen Zusammenhang:
fl)=x+1,g(z)=2—-1

(fog)z) = flglx) =((z -+ 1) =z
(goN)(x) =g(f(x)) = ((z+1) - 1) =z

Also ist f die Umkehrfunktion zu g und umgekehrt. Fiir die Umkehrfunktion zu einer Funktion
f nutzt man folgende Schreibweise:

ACHTUNG:

Die Schreibweise ,hoch -1 hat ihren Ursprung in der linearen Algebra (Matrizen als Abbildun-
gen) und unterliegt nicht den hier besprochenen Regeln fiir Potenzen reeller Zahlen.

Es kann notwendig sein, den Definitionsbereich einer Funktion anzupassen, um die Umkehr-
funktion angeben zu kénnen (vgl. Wurzelfunktion). Um die Umkehrfunktion zu finden, wird die
Funktionsgleichung in der Form y = f(z) nach x aufgelost. Oftmals wird die Variable der Um-
kehrfunktion dann wieder in x umbenannt. Der Graph der Umkehrfunktion entsteht aus dem
Graph der Originalfunktion durch Spiegelung an dem Graphen der Identitatsfunktion f(x) = z;
dies ist die Ursprungsgerade mit Steigung 1.

Bemerkung: Sie nutzen Umkehrfunktionen, wenn Sie Gleichungen auflésen. Dabei wird die
Umkehrfunktion auf beiden Seiten angewendet, um nach der Verénderlichen aufzulosen. Das
Ihnen bekannteste Beispiel hierfiir diirfte die Wurzelfunktion sein.

Beispiele:
1 yzf(ac)zac_li_l:>x=§—1:>f_1(:c)=§—1
2. y=f(z)=e"P=>ly=0+3=>z=hy—3=fz)=hz—-3
y=fle)=(z—-12-2=0—-1=2y+2=a=1+y +2
N fla)y=1+vz+2, fHz)=1
[l lay=1-vVz+2, flz)<l1

Damit ist f~'(z) = 1 + v/z + 2 die Umkehrfunktion zu

f:[1,00) > Rmit f(z) = (z—1)*> -2

und f~1(z) =1 —+/z + 2 ist die Umkehrfunktion zu

f:(1,—0) = Rmit f(z) = (z — 1)® — 2. Das folgende Bild zeigt die durch f gegebene
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2.6. Wurzelfunktionen

Parabel sowie die Graphen der beiden Umkehrfunktionen:

YT @) = (w—1)2 =2

f_l(.’l,') =14+Vz+2

Lernvideos
Umkehrfunktion Umkehrfunktion Beispiele Umkehrfunktion Beispiele 2

Zu den Ubungen:

2.6. Wurzelfunktionen
Die Wurzelfunktion f~(z) = v/ = x2 ist die Umkehrfunktion zu f(z) = 22 fiir x > 0.

Beispiele:
.2 =de+Val=+/dez =12
2. 271" =8 & V273 =8 3x=2ea =2

(L’4

3. = = 2000 < z* = 10000 < +vat = £v/10000 < z = +10

Passende Lernvideos finden Sie im Kapitel Grundlagen im Abschnitt

Zu den Ubungen:

2.7. Exponentialfunktionen und Logarithmen

Eine Exponentialfunktion ist eine Funktion mit der Abbildungsvorschrift
f(z) =a", aeR, fest

Der Hinweis ,fest” besagt, dass a eine Konstante ist. Die Exponentialfunktion zur Basis e
(Eulersche Zahl) nennt sich natiirliche Exponentialfunktion, welche Anwendung in vielen
Bereichen der Technik und Wirtschaftsmathematik findet.

fz) = e

Ihre Umkehrfunktion ist der natiirliche Logarithmus: f~'(z) = Inz
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2. Funktionen

Spricht man von ,der Exponentialfunktion®, so ist im Allgemeinen die natiirliche Exponential-
funktion gemeint. Spricht man von ,der Logarithmusfunktion“ oder ,,Dem Logarithmus“, so ist
im Allgemeinen die natiirliche Logarithmusfunktion gemeint.

Mit den Rechenregeln fiir die Potenzrechnung und den daraus abgeleiteten Regeln fiir das
Rechnen mit Logarithmen bekommt man leicht folgende Zusammenhénge:

Inz
a® =e"™% geR" und logyz = —, be R"

Inb’
Passende Lernvideos finden Sie im Kapitel Grundlagen im Abschnitt

Zu den Ubungen:

2.8. Symmetrieeigenschaften von Funktionen

Definition 2.5:
Eine Funktion f heift gerade, wenn f(—x) = f(z) gilt. Sie heifit ungerade, falls f(—z) = —f(z)
erfiillt ist.

Beispiele:

1. cosz = cos (—x) , 2 = (—z)* 2. —tanz = tan (—z), 2° = — (—x)°

Eine gerade Funktion besitzt einen zur y-Achse symmetrischen Funktionsgraphen. Ist eine Funk-
tion ungerade, so ist ihr Funktionsgraph punktsymmetrisch zum Ursprung.

Zu den Ubungen:

2.9. Translationen, Streckung und Stauchung

Mit einer Konstante ¢ € R lassen sich Transformationen eines Funktionsgraphen erzeugen:

flate) =

¢ >0 'Translation um c nach links
¢ <0 Translation um |c| nach rechts

(o) + c¢> 0 Translation um c nach oben
r)+c =
¢ <0 Translation um |c¢| nach unten

horizontale Stauchung um den Faktor |c|

zusatzlich: Spiegelung an der vertikalen Achse

flex) = {
c<0
vertikale Streckung um den Faktor ||
¢ <0 zusitzlich: Spiegelung an der horizontalen Achse
Beispiele:

™

1. cos(xz) = sin(z + %) Der Graph der Kosinusfunktion entspricht dem um % nach links

verschobenen Graph der Sinusfunktion.
2. 2sinx < Verdoppelung der Amplitude von sin x

3. sin (2z) < Verdoppelung der Frequenz von sin x
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2.10. Kombinationen und Verkettungen von Funktionen

Lernvideos

Funktionsgraphen

Zu den Ubungen:

2.10. Kombinationen und Verkettungen von Funktionen

Die Addition, Multiplikation etc. von Funktionen nennt man (algebraische) Kombinationen.
Diese ergeben neue Funktionen, wobei der neue Definitionsbereich die Schnittmenge der vor-
herigen Definitionsbereiche ist. Fiir die Division muss zusétzlich sicher gestellt sein, dass der
Nenner nicht Null wird.

Beispiele:

Mit f(z) =z +1, g(x) = v — 1, Dy = D, = R lassen sich etwa folgende neue Funktionen
generieren:

1. f(@)g(x)=(@+1)(z—-1)=2*~1=r(z), D=D;nD,=R

1
2. hix) = J(@) _ Hier hat sich der Definitionsbereich gedndert: D = R\{1}
g(z) z-1

Eine Verkettung ist eine Hintereinanderausfiihrung von Funktionen (auch Komposition ge-
nannt):

(f og)(x) = flg(x))
Achtung: Im Allgemeinen ist die Verkettung nicht kommutativ: (f o g)(z) # (g o f)(z)

Beispiele:
, 1+ 1 . . o
Mit f(z) = T g(x) = 102 mit x # 1 bzw. x # —1 ergeben sich folgende Kompositionen:
—x T
14 1 I+ N 1
_ R R T S A A N
L. (fog)(w)—f(g(fc))—1_9(96)—1_ 1T ~ 1+=z T - _1+;

1+ l+z 14z
Zum Definitionsbereich: Da g nur fiir z # —1 definiert ist und g(0) = 1 die kritische Stelle

fiir f ergibt, ist D = R\ {—1,0}

2. Analog folgt aber fiir

1 1 1
- — — ——(1—
—x
Zum Definitionsbereich: Da g nur « # —1 fordert und f(z) # —1 ist fiir alle x € R ist

D=R\{1)

Verkettung mit der Betragsfunktion:
e |f(z)| = Spiegelung negativer Funktionswerte an der horizontalen Achse

e f(|z|]) = Spiegelung der Funktionswerte fiir positive « an der vertikalen Achse
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2. Funktionen

Lernvideos
Verkettete Funktionen Verkettete Funktionen 2

Zu den Ubungen: m
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3. Differenzial- und Integralrechnung

Im Folgenden finden Sie eine kurze anwendungsorientierte Zusammenfassung der einfachsten
Aspekte der Differenzial- und Integralrechnung. Es wird auf wichtige Details und eine exakte
Formulierung verzichtet. Beides wird im Rahmen der Mathematik-Vorlesungen nachgereicht. Sie
sollten aber schon von Beginn des Studiums an ein rudimentéires Verstindnis fiir Differenzial-
und Integralrechnung besitzen, da diese Kenntnisse in anderen Vorlesungen erwartet werden.

3.1. Differenzialrechnung
Die Basisableitungen und die Ableitungsregeln

Definition 3.1:
Die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle  wird u.a. mit f’(x) bezeichnet.

f(z) ax " Inz - \/r —cosx sinx €* arctanz
x
1 —1 1 1
f'(z) | a=const. nz" ! - — —— sinx cosz €*
r  x? 24z 1+ 22

Satz 3.1. Sind f,g : D € R — R differenzierbare Funktionen und ¢ € R eine beliebige Kon-
stante, dann gilt:

Linearitat (cf) =c-f (cf(x)) =c- f'(x)

Linearitdit (f+g9) =f+4q (f(x) + g(z)) = f'(z) + ¢'(2)

Produktregel | (f-9) = f'g+ fg' | (f(z)-g(=)) = f'(x)g(z) + f(z)g'(x)

f)’ _ f’gg—2 fq (%>’ _ f’(fv)g(mgzz;)”(w)g’(x)

Kettenregel (fo g)/ =f-dq (f (g(x)))l = f"(9()) - g'(z)

Tipp: Sie sollten diese Basisableitungen und die Ableitungsregeln auswendig kennen. Damit
konnen Sie jede weitere Ableitung gewinnen.

Quotientenregel (

Beispiele:

1. Die Ableitung von Funktionen mit Briichen und Wurzelausdriicken bekommt man durch

Umformung in eine Potenz und Anwendung der Ableitungsregel fiir ein Monom:
1

Va) = (o) = ot =

: ' 2 . 9 —— oder
3 (tanx)/ _ (s _cos"w + sin“x ) cos?x
~ \cosz/) cos? x N sin” x 9
1+ 5 = 1+ tan“z
cos?x
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3. Differenzial- und Integralrechnung

5. (sinz +Inz) =cosz +1
6. (sinz-lnz) =cosz-Inz +sinz -1

. cosz-Inx —sinx -+
7 sin x /: X

(lnac) hlzl’
8. (sin(Inz))’ = cos(Inz) - 1
. / 1 1
9. (In(sinz)) = cosx = = cotx
sin x tan x

Lernvideos
Ableitung Ableitungen 2 Ableitungensregeln

Zu den Ubungen:

3.2. Anwendungen der Differenzialrechnung

Lokale Anderungsrate

In vielen Anwendungen ist man am lokalen Anderungsverhalten einer Funktion interessiert.
“Lokal” meint “an einer Stelle 2y € D”. Diese lokale Anderungsrate ist die Steigung der Funktion
an der Stelle xy. Sie gibt ndherungsweise an, wie sich der Funktionswert dndert, wenn sich xg
ein klein wenig dndert.

Beispiel:

Die lokale Anderungsrate der Funktion f : R — R mit f(z) = 22 an der Stelle z; = 3 ist
gegeben durch den Funktionswert der Ableitungsfunktion f’ an der Stelle x; = 3:

flx)y=2zx=f'(3)=2-3=6

Die Steigung der Funktion f an der Stelle 1 = 3 ist 6. Das heiftt, der Funktionswert d&ndert sich
etwa um das 6-fache der Anderung des 2-Wertes, wenn letzterer nur ein klein wenig gedindert
wird.

Tangente an einen Funktionsgraph

Die Gleichung einer Tangente an einer Stelle xo € D an den Graph der Funktion f gewinnt
man aus dem Steigungsdreieck. (Vgl. hierzu: Punkt-Steigungs-Form einer Geraden)

Beispiel:

Gesucht sei die Tangente an der Stelle 29 = 1 an den Graph der Funktion f = 2% — 4.

Der Punkt durch den die Tangente geht, ergibt sich aus der vorgegebenen Stelle und dem
Funktionswert an dieser Stelle:

Die Steigung ist gleich der Ableitung von f an dieser Stelle:

f'wo) = f(1) =2-1=2
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3.2. Anwendungen der Differenzialrechnung

So folgt aus dem Steigungsdreieck fiir die Funktionsgleichung der Tangente ¢:

,_ ) = (=3)

; str)+3=2r—-2<tx)=2r—-5
l‘_

Extremstellen

Definition 3.2:
Extremstellen (auch: Extremalstellen) sind die Stellen x € D an denen die Funktion ein lokales
Maximum oder Minimum annimmt.

ACHTUNG 1: Eine Stelle x € D ist selbst kein Minimum oder Maximum!
ACHTUNG 2: Wendepunkte und Sattelpunkte sind keine Extremstellen!

Satz 3.2. Hat eine Funktion [ : [a,b] € R — R in x¢ € (a,b) ein lokales Minimum oder
Mazxzimum und ist in xy differenzierbar, dann gilt

f'(w0) =0

Eine notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle ist also, dass die erste Ableitung an dieser
Stelle Null ist! Diese Bedingung nutzt man, um mogliche Kandidaten fiir Extremstellen zu
finden. Die Kandidaten werden danach einzeln auf ihre Eigenschaften iiberpriift.

Um zu Priifen, ob die Funktion in der Umgebung um eine Extremstelle x( steigt oder fallt wird
die zweite Ableitung der Funktion an dieser Stelle betrachtet.

Satz 3.3. Ist eine Funktion f :[a,b] € R — R in xq € (a,b) in xy zweimal differenzierbar und
f'(xg) =0 dann gilt:

f hat in xy ein lokales Minimum, wenn f"(x¢) > 0

f hat in xy ein lokales Maximum, wenn f"(xq) <0

Bemerkungen

1. Die Rénder eines abgeschlossenen Intervalls D miissen gegebenenfalls gesondert unter-
sucht werden.

2. Ist f"(xzo) = 0, kann mit diesem Satz keine Aussage getroffen werden. Die Stelle ist dann
mit anderen Hilfsmitteln zu untersuchen.

Beispiel:

1
Wir untersuchen die Funktionen f : R — R mit f(z) = gx?’ — 422 + Tz — 1 auf Extremalstellen

und bilden dafiir zunéchst die benotigten Ableitungen:
fl(x)=2* -8z + 7 und f"(v) =2z —8
Die verschwindende erste Ableitung liefert die Kandidaten fiir Extremalstellen:

fllz) =02 -8r+7T=0ex2,=1, 19=T7
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3. Differenzial- und Integralrechnung

Mit der zweiten Ableitung entscheiden wir, ob und welche Extrema vorliegen:

f"(z1) = =6 < 0= f hat ein lokales Maximum in z; =1

f"(z2) =6 > 0= f hat ein lokales Minimum in z, =7

Lernvideos

Steigung Tengente Linearisierung Extremstellen

Zu den Ubungen:

3.3. Integralrechnung

Bestimmte Integrale sind Integrale mit Integrationsgrenzen. Eine einfache Interpretation
eines Integrals ist, dass sein Wert der Summe der Flichen zwischen Funktionsgraph und z-Achse
entspricht; wobei Fliachen unter der z-Achse subtrahiert werden. Die Berechnung bestimmter
Integrale erfolgt mit folgendem Satz:

Satz 3.4. Die Funktion F : [a,b] — R sei auf (a,b) stetig differenzierbar und ihre Ableitung
F' sein integrierbar, dann gilt :

fF’(x)dw _ F(b) — Fla) = F = [F]"

Das heifit, wir miissen zur Berechnung eines Integrals SZ F'(z)dx dessen Integrand die Ab-
leitungsfunktion von F ist, lediglich die Integrationsgrenzen in F' einsetzen und die Differenz
F(b)— F(a) bilden. Im Allgemeinen liegt die Funktion F' nicht vor und muss aus dem Integrand

bestimmt werden: ,

f Fa)da - f F/(2)da

a

Definition 3.3:
Wenn die Ableitungsfunktion von F' mit f bezeichnet wird, dann heift F' etne Stammfunk-
tion zu f.

ACHTUNG: F ist nicht die Stammfunktion zu f; ,die” Stammfunktion gibt es nicht. Zwei
verschiedene Stammfunktionen zu einer Funktion unterscheiden sich durch eine Konstante.

Wichtige Stammfunktionen

Die folgende Tabelle listet jeweils eine Stammfunktion F' zu einer Funktion f. Sie kdnnen zu
jeder dieser Stammfunktionen eine Konstante c € R addieren.

1 1 1
x) |1 x 2" n#-—1 — — sinx cosx ¥ —— T
J@) x x? 1+ a? Ve
1.2 1 +1 1 : 2.3
F(z) |z 3z ™ In|z] —= —cosz sinx e arctanz Zx°
n+1 x

Mit den Regeln der Potenzrechnung lassen sich ebenso einfach alle anderen Wurzelausdriicke

und Briiche durch Ausnutzung der Integrationsregel fiir das Monom integrieren. Viele
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3.3. Integralrechnung

Integrale lassen sich mit der Linearitidt der Integration l6sen:
J(f(x) + g(x))dx = Jf(x)da: + fg(x)dx und fc - f(x)dx = cff(x)dx, ceR

Beispiele:

1. Mit der Linearitdt und der Stammfunktion zu z" lassen sich Polynome integrieren:
16 15

1 ? 1
2 3 _ — | 2,4 2 _ - { = — N =
S (@ + 22 —1) de [435 + x]_l (4+4 2> (4+1+1) 1

2. Die Bestimmung des Flicheninhaltes unter der Sinuskurve zwischen 0 und 7:
§o sin(x)dz = [— cos(x)]5 = — cos(m) — (= cos(0)) = 2

Lernvideos

Stammfunktionen

Zu den Ubungen:
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4. Vektorrechnung

4.1. Formeln zur Geometrie

Im Folgenden sei a jeweils die Grundseite der betrachteten Fliche. Die Hohe wird orthogonal
zur Grundseite bestimmt.

Rechteck
Fiir ein Rechteck mit Seitenldngen a und b gilt:
e Umfang: U=2-a+2-b

e liche: A=a-b

Parallelogramm
Fiir ein Parallelogramm mit Seitenlingen a und b und Hohe A gilt:
e Umfang: U=2-a+2-b

e ['liche: A=a-h

Kreis
Fiir einen Kreis mit Radius r gilt:
e Umfang: U=2-7-r

e Fliche: A=7m-r2

Dreieck
Fiir ein Dreieck mit Seitenldngen a, b und ¢ und Hohe h gilt:
e Umfang: U=a+b+c

e Iliche: Az%-a-h

Quader
Fiir einen Quader mit Seitenldngen a, b und c gilt:
e Oberfliche: O =2-a-0+2-b-c+2-a-c

e Volumen: V =a-b-c

Pyramide (mit quadratischer Grundflache)
Fiir eine Pyramide mit Grundseitenlange a und Hohe h gilt:
o Oberfliche: O =a®+2-a-+/h?+ (%)?

e Volmen: V=1=%.42.h

3
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4.2. Vektoren

Kreiskegel
Fiir einen Kegel mit Radius r und Héhe h gilt:
e Oberfliche: O =m-r*+m-r-/h?+1r?

e Volmen: V=32%.7.72.h

5

Kreiszylinder

Fiir einen Zylinder mit Radius » und Hohe h gilt:
e Oberfliche: O =2-7m-72+2-7w-1r-h

e Volmen: V=mn-r2-h

Kugel
Fiir eine Kugel mit Radius r gilt:

e Oberfliche: O =4-7-r2

.7T.’r‘3

e Volmen: V =

(ST

Lernvideos

Flacheninhalte Volumenl Volumen2 Volumen3 Kugeloberflache

Zu den Ubungen:

4.2. \VVektoren

Definition 4.1:
Grofken, deren Werte reelle Zahlen sind, werden Skalare genannt. Im Unterschied dazu werden
Grofen, zu deren vollstdndiger Charakterisierung sowohl eine Mafszahl als auch eine Rich-
tung (und manchmal ein Drehsinn) erforderlich sind, Vektoren genannt. (I. N. Bronstein,
K. A. Semendjajew, G. Musiol, und H. Miihlig. Taschenbuch der Mathematik. Verlag Harry
Deutsch, 2006.)

e Beispiele fiir Skalare sind: Masse, Temperatur, Energie und Arbeit

e Beispiele fiir Vektoren sind: Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Winkelgeschwindig-
keit, Winkelbeschleunigung sowie elektrische und magnetische Feldstérke.

Die Notation fiir Vektoren héngt von der Anwendung ab, iiblich sind Kleinbuchstaben, meist
fett oder mit einem kleinen Pfeil:
@ oder a

Die Forderung, dass ein Vektor eine eindeutige Richtung hat, bedeutet, dass wir fiir konkrete
Vektoren zunéchst festlegen miissen, in welchem Raum sich diese befinden. Die Eigenschaf-
ten Lange und Richtung lassen sich dann durch Pfeile in dem jeweiligen Raum darstellen. Diese
Pfeile konnen sich beziiglich der Richtung, in die sie zeigen, und beziiglich ihrer Linge un-
terscheiden. Eine direkte Folgerung aus der Definition ist, dass alle parallel verschobenen

Vektoren identisch sind, da sie die selbe Richtung und Léange haben.
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4. Vektorrechnung

Yrp--------

Hieraus folgt weiter, dass alle Vektoren mit dem Fuft in den Ursprung gelegt werden kdnnen.
(Dieser spezielle Reprisentant des Vektors wird auch Ortsvektorgenannt.) Und daraus folgt
weiter, dass der Punkt auf dem dann die Spitze eines Vektors liegt, diesen exakt bestimmt.
Daher kénnen Vektoren wie Punkte durch ein Tupel von Koordinaten angeben werden:

Definition 4.2:
Ein n-dimensionaler Vektor ist ein n-Tupel reeller Zahlen:

ai
a2

oy
I

,CLZ‘ER
an

Die a; werden Koordinaten oder Komponenten von @ genannt.

4.2.1. Rechenoperationen mit Vektoren
Fiir Vektoren a, 5, ¢ € R™ und Skalare A\, u € R gilt:

ap + b1
L. . - a9 + bg
1. Vektoraddition: @ + b = ]
a, + by,
)\CLl
)\CLQ
2. Multiplikation mit einem Skalar: Aa = .
A,
Vektoraddition Multiplikation mit Skalar
Kommutativgesetze a+b=b+a Ad = a\
Assoziativgesetze a+ (g—i— c) = (é’ + g) +c (M) @ = X (ua)
Ex. d. neutralen Elements i+0=a a-l=d
Ex. d. inversen Elements a+(—d)=0 Na=b<ei= %5
Distributivgesetze A (5 + E) — A@ + A\b und A+ p)d = X\a+ pd

Bemerkung: Die Subtraktion folgt aus 1. und 2. als Addition des mit —1 multiplizierten Vektors:
a—b=a+ (=b)=ad+ ((—1)b)
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4.2. Vektoren

()2 () #()-(2)

Geometrische Interpretation (nur fiir R? und R? sinnvoll):
e Die Addition zweier Vektoren gelingt durch Parallelverschiebung:

Y,

S}V

e Die Multiplikation mit einem Skalar A entspricht einer Streckung um . Ist A < 0 ent-
spricht diese Multiplikation zusétzlich einer Spiegelung am Ursprung (hier mit [A| < 1):

Ya

ST

~

e Die Subtraktion folgt aus der Addition eines mit —1 multiplizierten Vektors. Hier ist auch
gut zu sehen, dass der Vektor @ — b aus dem Vektor b — @ entsteht indem die Richtung
umgedreht wird.
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4. Vektorrechnung

Betrag eines Vektors

Der Betrag (auch: Lange oder Modul) eines Vektors ergibt sich im Fall der kartesischen Koor-
dinatendarstellung in der Ebene aus dem Satz des Pythagoras:

0] = A/(01)? + (v2)?
Diese Definition gilt dquivalent auch fiir beliebig hoher dimensionale Vektorrdume:

lv] = \/(Ul)Q + (12)2 + ...+ (vy)?

Abstand zweier Vektoren

Der Abstand zweier Vektoren ist dann durch die Lange des Vektors gegeben, der die Differenz
dieser beiden Vektoren ist. Dies ist dquivalent zum Abstand der beiden Punkte, die durch die
Tupel reprasentiert sind.

d (a, 17) — ‘a _5

Beispiel
Zeigen Sieqdurch Nﬁachrechnen, dass der Vektor b doppelt so lang ist, wie der Vektor a, wenn
gilt: 2@ = b und @, b € R?
Vektorielle Punkt-Richtungsform oder Parameterform einer Geraden:
T=p+Ad, Ne R

Dabei ist:

e p der Stiitzvektor (Der Startpunkt, wenn p als Ortsvektor interpretiert wird.)

e a der Richtungsvektor, dieser darf nicht der Nullvektor sein

e )\ ist der Parameter

Von p ausgehend kénnen wir durch die Addition von Aa@ jeden Punkt 7 der Gerade darstellen.

y \
A N
\
\
\
\
\
y
s \
p \
\
\
\
\
z >
\
\
AS N
< 7
N T
\
\
N

Folgerungen:

e Ein Punkt @ gegeben durch seinen Ortsvektor ¢ liegt auf der Geraden g : © = p + Ad,
wenn es ein A gibt, fiir das gilt: ¢=p+ A\d

e Zwei Geraden sind parallel zueinander, wenn ihre Richtungsvektoren kollinear sind: ¢ | ¢g2 <
aia;
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4.2. Vektoren

e Zwei Geraden sind identisch, wenn sie parallel sind und (mindestens) ein Punkt existiert,
der beide Geradengleichungen erfiillt. g; = g2 < g1]g92 A p1 + Na1 = ¢ = p5 + Aa3

Beispiele:
1 1 3 )
eg- =2 sx[1|=2P=(4]cg0=|56 |¢g
0 1 2 3
1 1 ) a
e g1 =2 |+ 1 |,gu:Z=|T7 |+A| 2 |=g|gfira=2,sonst: g1 }f g2
0 1 4 2
1 1 3 2
e Die Geraden g1 : = 2 |+ A| 1 |,2: 2= 4 |+pu| 2 | sind identisch, weil
0 1 2 2
1
sie parallel ¢ g2 sind und der Punkt P = | 2 |, der sicher auf g; liegt, mit = —1 auch
0

auf g9 liegt.

Der Schnittpunkt zweier Geraden
Der Schnittpunkt (gegeben durch ¢) erfiillt beide Geradengleichungen:
G P+ AXa=q=7+ub : go

Dies liefert ein Gleichungssystem: Fiir jede Komponente von ¢ erhalten wir eine Gleichung mit
den Unbekannten A, . Findet man Losungen A\, u € R, so dass alle Gleichungen erfiillt sind,
kann man den Schnittpunkt mit diesen Losungen aus jeder der beiden Geradengleichungen
bestimmen.

Beispiel:

Es soll der Schnittpunkt S der beiden Geraden

1 1 0 1
g =12 |+X|[ 1 |,0: =7 |+pnl| -2
3 1 6 —1

bestimmt werden, falls sie sich schneiden.
Es muss gelten:

1 1 0 1
s=| 2 +xl 1 |=7|+ul| -2
3 1 6 ~1

Dies fiihrt auf das Gleichungssystem:

1+ A=pu
24 A=T-2p
3+ A=6—pu
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4. Vektorrechnung

Addieren wir die Gleichungen (1) und (3) , so folgt: 4 + 2\ = 6 = X = 1 dies fiithrt auf
g = 2 (zum Beispiel mit Gleichung 1). Da es sich um ein iiberbestimmtes System handelt, muss
die Richtigkeit der Losung mit den anderen Gleichung verifiziert werden. Hier kann auch der
Schnittpunkt mit einer Geradengleichung berechnet und mit der anderen iiberpriift werden:

1 1 2 0 1
=2 |+1-{1|=3]=7]+2[ -2
3 1 4 6 ~1

Das Skalarprodukt

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, Produkte von Vektoren zu definieren. Eine ist das Skalar-
produkt, es hat als Ergebnis einen Skalar.

Definition 4.3:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren a@,b e R™ ist gegeben durch:

@-b=ab, + asby + ...aub,
Beispiel:

ab=[ -1 2 |=8-2+12=18

Eigenschaften des Skalarprodukts

1.d-b=b-a

l

QL

b
2. -(5+5) —G-b+ad-c

, . . ib
5. @-b=|d||b| cosamita = (FL, b) Hieraus folgt auch: o = arccos <|*||5|>
a
Aufserdem folgt, dass zwei Vektoren genau dann aufeinander senkrecht stehen,
wenn @ - b = 0 ist.

6. dlbe=ad-b=0

Das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt

Eine weitere Moglichkeit, Produkte von Vektoren zu definieren, ist das Vektorprodukt fiir Vek-
toren des R®. Es hat als Ergebnis einen Vektor. Das Vektorprodukt gehért nicht zur voraus-
gesetzten Schulmathematik, kann aber in Vorlesungen Verwendung finden, bevor es in der
Mathematik-Vorlesung besprochen wurde.

Definition 4.4:
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4.2. Vektoren

Das Vektorprodukt zweier Vektoren @, beR3 ist gegeben durch:

asbz — asby
axb= a3b1 — a1b3
a1by — azby

Bemerkung:
1. Schematisch ergeben sich fiir die Berechnung drei Kreuze:
aq by X unten
axb=1| ay | x| by |=1| — x grobs
as b3 x oben
Mit:
a2 by
X unten = X = a9b3 — aszby
as b3
ai by
— X g?”Oﬁ = (—1) . X = —(albg — agbl) = a3b1 - albg
as bs
aq bl
x oben = X = a1by — asby
a9 b2
Beispiel:
2 0 1
0 |x -1 | = -2
1 1 -2

Eigenschaften des Vektorprodukts

1.

2.

axb=— (5 X d’) (bedingt kommutativ)

. Das (doppelte) Vektorprodukt ist im Allgemeinen nicht assoziativ: @x (5 X E) # (c_i X l;) X

—

Das Ergebnis des Vektorprodukts @ x b ist ein Vektor ¢, der orthogonal zu @ und zu b ist:
@ x bLld und @ x b1b und damit auch @ x bLE (a, 5), wobei E (a, E) die von @ und b

aufgespannte Ebene bezeichnet.

|@ x b = |a@]|b] sinamita = < (EL’, 5) Bemerkung: a € [0, 7] = sina = 0

Hieraus folgt auch direkt: Die Liange

a x 5‘ ist gleich dem Flacheninhalt, des von @ und

b aufgespannten Parallelogramms.
A7



4. Vektorrechnung

8. Sind a, b kollinear, dann ist @ x b = 0. Das Vektorprodukt verschwindet genau dann, wenn
die Vektoren @ und b linear abhéngig sind. Insbesondere gilt: @ x @ = 0

42 = N\ 2
9. |ax b =|6|2|b|2—(6-b)

Lernvideos

Vektorrechnung Ebene Vektorrechnung im Raum

Zu den Ubungen:
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Teil 11.

Aufgaben
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5. Grundlagen

5.1. Rechentraining

Samtliche Aufgaben zu diesem Abschnitt (Rechentraining) stammen aus: Abele, Kammermeyer,
Mohry und Zerpies; Mathematik 5./6. Klasse: Richtig Mathematik lernen, Komet Verlag,
2007. Sie sollten diese Aufgaben (ohne Taschenrechner) in weniger als 60 Minuten l6sen kénnen.
Uben Sie diese elementaren Rechnungen so oft, bis Sie Ihnen wieder leicht fallen.

1. Schreiben Sie als Potenzen und berechnen Sie den Wert der Potenz:
a) 10-10-10-10-10 C)l-l-l-l-l e)2-2-2-2-2-2 g) 100 - 100 - 100
b) 5555 d) 1212 f) 25-25-25

2. Berechnen Sie und kiirzen Sie vollstandig:

a)% b)% C)% d)f’—0+

TS
D
SN

e
+
|~
=
|~
+
|o

3. Schreiben Sie als Summe einer ganzen Zahl und eines echten Bruchs:

a) 15 b) % ) 8¢

4. Beantworten Sie folgende Fragen:

dividieren, um 2 zu erhalten?

a) Welche Zahl miissen Sie durch :

dividieren, um % zu erhalten?

W ol

b) Durch welche Zahl miissen Sie

5. Geben Sie die Losung fiir = als gekiirzten Bruch, Dezimalzahl und Prozentzahl an:

a) 4r =9 b) 15z = 10 c) 48z = 18

6. Berechnen Sie:
3\ 2 4\3 1\2 1\3
a) (1) (3) b) (4+3)"-(5)
7. Dividieren Sie schriftlich, schreiben Sie etwaige Reste als additiven Bruch:

a) 10775 : 25 b) 12345 : 23 c) 4601553 : 451

8. Dividieren Sie im Kopf (nach dem gleichen Prinzip, wie in der vorigen Aufgabe):
1 15
— b) —=
") 59 ) 1
9. Losen Sie folgende Gleichungen fiir x:
a) 354-13 —x =756 : 18
b) 421 -2 — (97 +48) - x = (15- (94 —79) + 63) - 23

¢) £ .2 =10dm? (z als Dezimalzahl in cm? angeben)
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5.2. Rechenoperationen und Termumformungen

10. Beantworten Sie folgende Fragen:

a) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit fahrt ein ICE, der fiir 153 km genau 45 Minu-
ten bendtigt?

b) Herr Hurtig ldsst den 45-Liter-Tank seines Autos volltanken. Der Tankwart gibt 33,5
Euro auf 100 Euro heraus. Wieviel Benzin war vor dem Tanken noch im Tank, wenn
ein Liter Benzin 1,75 Euro kostet?

¢) Wieviele Schunittpunkte haben drei nicht identische, nicht parallele Geraden im Raum
maximal? Wieviele sind es minimal?

11. Berechnen Sie die Oberfliche und das Volumen des Quaders mit den Kantenldngen:
45dm, 4m, 125 cm.

12. Zerlegen Sie in Primfaktoren:

a) 425 b) 248 ¢) 336 d) 225

13. Ordnen Sie die Briiche der Grofe nach (Tipp: Rechnen Sie nicht, sondern vergleichen
Sie.):

4 b) 7 14 )14 31 4
' 11 15' 17 “) 95" 20" 15

O
NS

a)

Y

14. Schreiben Sie folgende Zahlen als vollstindig gekiirzte Briiche:

a) 0,125 b) 1,375 ¢) 1,75 d) 2,625 e) 1,875

15. Berechnen Sie:

16. Berechnen Sie:

a) 2,74-1,08 b) 6,55 - 1,58 c) 40,11:7 d) 30:64 e) 1:7
Zu den Losungen: 8.1

5.2. Rechenoperationen und Termumformungen

1. Schreiben Sie die Terme ohne Klammern und vereinfachen Sie soweit es geht.

a) x?(a® —2x) —a’ e) v+ 1—2(x—1) i) 2(z+1)—3(z+2)
b) z(x —1) — z? f) 2(z? —1) — 2? i) (z—a3)a?

¢) (3z +2)? g) 1—(1—3x)?

d) 3x(2 — 3x) h) 22%(2z% + 1)

ol



5. Grundlagen

2. Schreiben Sie folgende Terme ohne Klammern und vereinfachen Sie soweit wie moglich:

a) (9+4z —a)-(—4) d) (4y+6z)-(3a—5b)—(2y+3x)-(2a+3b)
b) (5a + 4b) - (6x — Ty) e) (15zy+12bz)-(a—c)—(bbx—10x)-(a—c)
c) Tx-(2a — 3b—4c) - 2y f) 2n-(3z+2)—(92+32)-(2n+3) -3z —=2

3. Fassen Sie geschickt zusammen:
a) 23u — (14v — (8v + 6u — 3v — (43v — 16u)) — 16u)
b) (3p —2¢)* — (3p + 2¢)?
¢) 2a+b—c)x+ (c—2a—-0b)y
Zu den Losungen:

5.3. Bruchrechnung

1. Fassen Sie die Briiche zu einem Bruch zusammen.

D §(-3-(G+1) D55
b (3= ()2 0§ (:3+(G-3:9)
O (G- 4): (- (G- %) D2 (52 (¢ B )

2. Vereinfachen Sie so weit wie moglich:

1 1 mt+ ms —nt —ns 1
a) — = — +C ¢) e)
y 2241 mt —ms — nt + ns 1
(nach y auflisen) T ) 272
_ 1 1 1 1 T =
u—v ) 1+
d) (=+-+-):—
b)v_u ) <a b c) abe

Zu den Losungen: 8.3

5.4. Potenz- und Wurzelrechnung, Logarithmen

1. Vereinfachen Sie die Terme so weit wie moglich.

a) amfnJrl . am+n78 ) (x4y5 2 x3a72 -3

© —1p3 ' 272
b) :L,Snf6 . 3xn73m+2 . 51.2777, a='b Yy b

45za®  9y"(a—1)*  9y" (1 —a)?
& an+4 . n—4 . .
¢) varttiva ) S 30ar(a 1) 240 (1 T a)?
d) /a8
2. Losen Sie die Gleichungen nach z auf.
a) 16x + 19 = 5(4 + 3x) c) 5(2x +3) —12(6 —x) = 11(4x + 7)
b 5 3 1 3
) 5. " 623 3 d) 4z —15(z — 1) = 2(6 — 3x)
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5.4. Potenz- und Wurzelrechnung, Logarithmen

) 12+2 3+2 f) r+1 2x+5 3—-4x
[§] — - = = - — =
152 3 5 3z 3 6 2

3. Loésen Sie die Gleichungen nach z auf.
a) =5+ 1022 + 5z + (z + 2)(1 — 11z) = 21z — 3
b) =222+ 32z —3(-3x+7) = -6+ (3—x)(—7+ 22)

4. Lésen Sie die Wurzelgleichungen nach x auf.

a) 3va —1 = v/x+ 207 e) V2xr++4dr—3=3
b) Vr=+z+8 f) 3 r—4=6
) Vr—l=x-T g) VAdzr ++xr +3=+bz+1
d) Ve +2y/z+7=6 h) Vo +2=+/4r +38
5. Berechnen Sie:
_o\3 2
a) ((-27) ¢) (=2%) o) (—a*)(—a?) (=)t o L2 1
(—20) x  x? a3
) _ —za
b) ((~2)") Q) (-2 o
6. Losen Sie die Gleichungen nach z auf
a) 3*t =5 e) 1—e"=0,3 i) log, 81 = m) 1000 = 0,5"
2z—1 _ 3z _ 72z : _ T - 4
c) 5372 =72 g) 1077 = g2+l k) log,z = —8 0) 4% =32
d) 15-¢* =66 h) 37 .47t = 57+2 1) 80 =16-4~ p) 27% = —2°%
7. Vereinfachen Sie
a) 5 (Cl _ b)?k—? g(b o a)7—2k‘ . %(b _ a)?k‘—5 b -
mit k € Z c) - =
a\ b
b) a—=b  a-b
Va—vb  a+b
8. Berechnen Sie, oder spalten Sie auf:
) log, 1 4 m (4) ) e e
i) In
e(v —u)
b) log, a g) Iny/e i) log,z — 3
n e) In R NG _
¢) log,a 22 + o2 h) Ine k) log, 2197 = 3

Zu den Losungen:
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5. Grundlagen

5.5. Zahlen und Mengen
1. Ordnen Sie die folgende Zahlen zu passenden Grundmengen N, Z, Q oder R:
V7,12, =8, 7, 2, 141

2. Gegeben sind die drei Mengen My = {a, b, c,d, e}, My = {e, f,g,h,i} und M3 = {a,c, e, g,i}.
Bilden Sie die Mengen My n My, My w My, My My, My o Ms, My Mz und My o Ms. Be-
stimmen Sie aulkerdem M1 \]\427 M2 \Mb M2 \Mg und Ml ﬂMQ ﬁMg sowie Ml UM2 UMg.

3. Gegeben seien die folgenden Teilmengen der reellen Zahlen:

A={zeR|-b<zx<2},B={zeR|4>z>=0},
C={zeR|2*°<9},D={zrecR|s*>1}

Bestimmen Sie jeweils die folgenden Mengen. Skizzieren Sie sich den Sachverhalt zunéchst
auf der Zahlengeraden, falls es IThnen schwer fllt.

a) AuB d) CnD g) (AnB)u (CnD)
b) A\B e) (R\D)u B
c) AnB f) C\(An B)

4. Lésen Sie nach x auf und bestimmen Sie die Losungsmenge.

a) dr + 17> —x —3 b) —4-(3z—2) < 6-(1—2x)
Zu den Losungen: 8.5

5.6. GrolRen und Einheiten

1. Welche der folgenden Einheiten sind kohérent beziehungsweise inkohédrent?

a) Newton ¢) Millinewton e) Kilometer

b) Kilonewton d) Kilogramm f) Nanosekunde

2. Rechnen Sie alle Lingenangaben in Kilometer um.

a) 12 m ¢) 0,5m e) 120 dm g) 5000 m
b) 3,4 m d) 100 mm £) 150 mm h) 200000 gm

3. Rechnen Sie alle Lingenangaben in Millimeter um.

a) 12 km c) 0,5m e) 50 km g) 800 m
b) 120 m d) 100 em £) 500 m h) 400 cm

4. In der Seefahrt verwendet man die Lingeneinheit Seemeile und die Geschwindigkeits-
einheit Knoten. Dabei gilt 1 Seemeile — Ism — 1852m und 1 Knoten — lkn— 1 sm/h.
Rechnen Sie die Geschwindigkeit 72 kn in die Einheiten km/h und m/s um.
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5.7. Dreisatz

5. Wie viele Minuten und Sekunden fehlen bei 7min 12 s zur vollen Stundenzahl?

6. Eine unermiidliche Schildkréte legt in zwei Wochen die Strecke 100,8 km zuriick. Berech-
nen Sie die Geschwindigkeit der Schildkréte in km/h und in cm/s.

7. Auf einer Autokarte mit dem Mafstab 1: 250000 ist die Fahrstrecke 12.3 cm lang. Wie
langebendtigt man fiir diese Stecke bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 50 km /h?

8. Eine Spielzeugeisenbahn hat einen Mafstab von 1: 125.

a) Welche Strecke muss die kleine Eisenbahn in der Stunde fahren, wenn dies einer
wirklichen Geschwindigkeit von 80 km/h entsprechen soll?

b) Welche Strecke fahrt die kleine Eisenbahn in einer Minute und in fiinf Minuten?

c) Welche Strecke hitte der wirkliche Zug zuriickgelegt, wenn der kleine Zug in 10 s
300 c¢m zuriickgelegt hat?

d) Welche Geschwindigkeit in km/h hétte der wirkliche Zug dann erreicht?
9. Flachenberechnung

a) Die alte BRD hat eine Fliche von 248800 km? bei einer Einwohnerzahl von 61.6
Millionen. Berechnen Sie die Bevélkerungsdichte( Einwohnerzahl pro km?)

b) Kanada hat eine Fliche von 9976000 km? einer Einwohnerzahl von 24 Millionen. In
welchem Verhiltnis stehen die Bevolkerungsdichten der BRD und von Kanada?

¢) Wie oft passt die Fliche der BRD in die Fliche Kanadas?

10. Die Schallgeschwindigkeit betrégt rund 333 m/s. Welche Geschwindigkeit hat ein Flugzeug
bei

a) zweifacher Schallgeschwindigkeit in km/h und m/min?

b) vierfacher Schallgeschwindigkeit in km/h und m/min?
Zu den L6sungen:

5.7. Dreisatz

1. Bei 12 Arbeitsstiicken fallen 3,3kg Spane an. Wieviel kg Spane entstehen bei 100 Arbeits-
stiicken?

2. Ein Behilter enthélt 4501 Wasser und wird bei geoffnetem Hahn in 12 Minuten gefiillt.
Wieviel Liter Wasser waren in dem Behélter nach 7 Minuten?

3. Ein Verkehrsflugzeug mit einer Geschwindigkeit von 850 km/h legt einen Weg in 55 Mi-
nuten zuriick. Wieviel Zeit braucht ein neuerer Typ Flugzeug, der eine Geschwindigkeit
von 950 km /h auf dieser Strecke erreicht.

4. Finden Sie den Fehler in den Berechnungen. Ein Auto kostet brutto 23800 Euro. Wie
hoch ist der Nettopreis?

100 23800
:100 ) :100 |
1 238

19 | 19|
19 4522
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5. Grundlagen

Der Nettopreis betriagt 23800 Euro - 4522 Euro = 19278 Euro.

Zu den Losungen:

5.8. Lineare Gleichungssysteme

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

1.

br —2y =24 4. b+ 3c =10 6. dv +y+ 7z =12
x4+ 3y=-2 5a —3b+c=5 or + 10z =5
2r—2y =2 —2b+2c=—4 —z—2y = —2
— = —2

Tty 5. r+2+2=09 Too—y+z=—2
Ly=4x -7 —2r—y+52=0>5 dr + 2y +2= -5
—8r+2y=—-14 r—y+3z2=4 6x + 3z = -9

Zu den Losungen:

5.9. Fiir Geiibte

1.

56

Rechnen Sie im Kopf: fangen Sie mit der gegebenen Zahl an und folgen Sie den Rechenan-
weisungen von oben nach unten. Versuchen Sie geschickt zu rechnen. Der Schwierigkeits-
grad erhoht sich von rechts nach links. Wenn Sie gut geiibt sind, sollten Sie pro Spalte
hoéchstens eine Minute brauchen.

Einfach Mittel Schwierig
40 57 98
davon }l -3 +524
quadrieren +211 —i—% davon
+24 die Halfte davon .3
4 —52 —243
2 verdoppeln )
—30 +122 : 20
4 : 20 quadrieren
7 +1% davon +473
—22 113 +2 davon

Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungen.

a) 9 C) 2x+1+ 10 4
:{L‘ =
r— 8 3 2 + 1
5 2z — 4 27 3z 4(z* — x4+ 4)
b — e d e
)x—2 3 5 )x—4+x+4 2 — 16

Bestimmen Sie die Losungsmenge in Abhangigkeit von p.
5-B3+xz)>p-(1—2)+3-(z+5)

Ein Bauer mochte frisch geerntete Friichte trocknen. Insgesamt 100 Kilogramm hat er auf
einer groken Decke ausgebreitet und ldsst die Sonne ihre Werk verrichten. Zu Beginn lag



5.9. Fiir Geiibte

der Wasseranteil bei 99 Prozent.
Einige Tage spiter ist der Wasseranteil auf 98 Prozent gesunken. Wie schwer sind die
Friichte dann - inklusive des in ihnen enthaltenen Wassers?

5. Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

a) 4o +Ty—5z=4 b) 2a + 6b—3c = —6 ¢) 20 —3y —z =4
6r + 3z = —8 da+3b+3c=6 r+2y+3z=1
—4r — 8y — 62 = —8 4a —3b+ 9c =18 3r—8y —52=5

Zu den LGsungen:
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6. Funktionen

6.1. Lineare Funktionen

1. Bestimmen Sie aus den gegebenen Informationen den Funktionsterm f(x) = ax + b.
a) a = 3 und der Punkt P(2/16) liegt auf der Geraden.
b) Die Gerade verlduft durch den Punkt Q(—1/ — 2) und ist parallel zur Geraden mit

der Gleichung g(x) = —2z + 1.

c) Esist b=—1,5und f(2,5) = 16.
d) Esist f(3) =4 und f(-9) =8.

2. Ein Unternehmen fertigt Stiihle an. Die Produktionskosten setzen sich aus Fixkosten

(Miete, Maschinen,...) von 20000 Euro und variablen Kosten (Material, Arbeitszeit,...)
fiir jeden einzelnen Stuhl von 30 Euro zusammen. Ein Stuhl wird fiir 80 Euro verkauft.

a) Geben Sie den Gewinn (Einnahmen minus Kosten) als Funktion in Abhéngigkeit der

Anzahl der Stiihle an.
b) Wieviel Gewinn wird bei einem Verkauf von 3000 Stiihlen gemacht?

¢) Bestimmen Sie die Anzahl der Stiihle, ab der die Firma Gewinn macht.

Zu den Losungen: 9.1

6.2. Quadratische Funktionen

1. Bestimmen Sie die Nullstellen und stellen Sie mithilfe der quadratischen Ergdnzung den
Funktionsterm f(x) in der Scheitelform dar.

b) f(x)=2*+3x—4 ¢) flx)=—22%+4z -8

a) f(r) =2 —4o+1

2. Die quadratische Funktion f(x) = ax? 4+ bx + ¢ hat die Nullstellen -1 und 3. Bestimmen
Sie jeweils die Parameter a, b und c, fiir die folgenden Werte von f der Stelle x = 0:

a) f(0) =3 b) f(0) = -3 c) f(0)=—-6

Zu den Losungen:

6.3. Ganzrationale Funktionen
1. Losen Sie folgende Gleichungen fiir x. Machen Sie sich jeweils klar, fiir welche Funktion

Sie damit die Nullstellen berechnet haben.

a) 2 +x =0 )1—552
) 1+
b) (z—3)" =16 e) a—(a—b)x=(b—a)z— (c+ bx)
1 1
C)ﬁ_5_2:0 f) 202 — 1= —=x

2. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen.
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6.4. Winkelfunktionen

a) f(x)=a%—22% - 11z + 12 d) f(z) =2 —42® — 132% + 4z + 12
b) f(x) = 2x% — 62% + 8 e) f(x)=a®—32% —2x — 40
¢) f(z) = —12® —62? — 4,5z + 11 f) f(z) = 20x® — 12022 + 220z — 120

Zu den Losungen: 9.3

6.4. Winkelfunktionen

1. Geben Sie die Winkel im Bogenmaf als Vielfache von 7 an.

a) 180°, 270°, 315°, 135° b) 2°, 10°, 100°, 60°

2. Geben Sie die Winkel im Gradmafl an.

s 5 5

a) 3, %7?, % %7? b) %> 150 18T 4T
3. Bestimmen Sie den exakten Funktionswert
a) sin (3n) b) sin (—Im) ¢) cos (3m) d) cos(—3m)

4. Bestimmen Sie die Periode und die Amplitude von f. Geben Sie auferdem ohne Rechnung
die Koordinaten je eines Hochpunktes H und eines Tiefpunktes T' des Graphen von f an.

a) f(x)=2sin(2x) ¢) f(z) =cos(3z) —1
b) f(z) =sin(r(z—1)) +1 d) f(x)=—1,5cos(z +m)

5. Berechnen Sie.

a) sin (2x) +7 =38, x € [0;27] b) cos (Fz) —1 =0, = € [0;10]

Zu den Losungen: (9.4

6.5. Die Umkehrfunktion

1. Bestimmen Sie den Definitionsbereich Dy € R der Funktion f : Dy — R, die durch f(z)
definiert ist, sodass sie eindeutig umkehrbar ist. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion mit
ihrem Definitionsbereich.

a) f(z) = — b fl) = 22 ¢) f(x) = V25 +6

2. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion folgender Funktionen f : (0,00) — R, die jeweils
durch f(x) definiert sind. Hinweis: Hier gilt jeweils: x > 0.

a) f(z) =322+ b) f(z) = (z2+1)" ¢) f(z) = v—2z

Zu den Losungen: 9.5

6.6. Wurzelfunktionen

Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen.
59



6. Funktionen

1. f(z) =2 —625 4. f(z) = (z = 3)° + 5 7. f(z) =2t —5va3
2. f(x) =223 +0,25 5. f(z) = Yr+38
3. f(x) =2t +2 6. f(z)=r—1-2

Zu den Lésungen:

6.7. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen

1. Bestimmen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen exakt.

a) f(x)=€e"—5 ¢) flx)=e®+4
b) f(z) = —3e* + 2 d) f(z)=2e% —2e

2. Bestimmen Sie die Exponentialfunktion der Form f(z) = a - ¢*, deren Graph durch die
Punkte P = (0;1,5) und @ = (2;6) verlauft.

3. Eine Nihrlosung enthilt zu Beginn des Versuchs 50000 Bakterien. Téaglich vermehrt sich
die Anzahl der Bakterien um 10%.

a) Wie lautet die zugehorige Wachstumsfunktion?
b) Wie viele Bakterien sind nach 5 Tagen in der N&hrlosung?
c¢) Bestimmen Sie die Verdopplungszeit.

d) Wann hat sich die Zahl der Bakterien verzehnfacht?
Zu den Losungen:

6.8. Symmetrieeigenschaften von Funktionen
Entscheiden Sie, welche Symmetrieeigenschaften folgende Funktionen f : Dy — R haben:

3 —bx 3. f(z) = sin(x) 5. f(z) = sin(z + )
VI 4. f(x) = |z|

L f(x)
2. f(x)

Zu den Losungen:

6.9. Translationen, Streckung und Stauchung

1. Fiihren Sie folgende Translationen und Verschiebungen an der Normalparabel durch:

a) Verschiebung um 1 nach rechts ¢) Streckung mit Faktor 2 in y—Richtung

b) Spiegelung an der z-Achse d) Verschiebung nach oben um 1

Skizzieren Sie den Funktionsgraph! Berechnen Sie hierfiir die Nullstellen. Geben Sie die
Funktionsgleichung in iiblicher Form an.

2. Verschieben Sie die Funktion f(z) = 3e™®* — 5 so, dass der Graph bei z = 0 die x-Achse

schneidet.
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6.10. Kombination und Verkettung von Funktionen

3. Strecken Sie die Funktion f(z) = —e3* 3 — 2 so, dass sie bei x = 1 den Wert 4 hat.
4. Geben Sie den Funktionsterm an den Sie erhalten, wenn Sie

a) die Amplitude der Funktion f(z) = sin(z) verdoppeln und den Funktionsgraphen
dann um 3 nach unten schieben.

b) die Amplitude der Funktion f(z) = cos(x) auf ein Drittel verkleinern und die Periode
vervierfachen.

¢) den Funktionsgraphen der Funktion f(z) = sin(z) um 1 nach oben und um 4 nach
links schieben.

Zu den Losungen:

6.10. Kombination und Verkettung von Funktionen
1. Bestimmen Sie (f o g)(z) und (g o f)(z) und die Definitionsbereiche!
a) f(x)=1+2% Dy=R und g(z)=+/z, D,=[0;0)
b) f(z)=(3—2)2 D;=R wund g(z)=3z+1, D,=R
¢) f(z) = —€*, D;=R und g(z)=2>-3, D,=R

2. Suchen Sie fiir die Funktion f eine mogliche Verkettung der Form A o g.

a) f(r)=sin(x — 3) ¢) f(z) = 1_

b) f(x) = (2z +8)° d) flz) =e*
Zu den Losungen: |9.10

6.11. Fiir Gelibte

1. Ein Sportverein veranstaltet ein grofses Schachturnier. Jeder spielt genau einmal gegen
jeden anderen. Nach jeder Partie werden den Spielern Karten ausgehdndigt. Der Sieger
bekommt eine griine, der Verlierer eine rote. Bei einem Remis erhalten beide Spieler je
eine gelbe Karte.

Nach dem Turnier stellt der Veranstalter fest, dass von jeder Farbe genau 752 Karten
ausgegeben wurden. Wie viele Teilnehmer hatte das Turnier?

2. Bilden Sie aus den Bausteinen x + 3 und 2% — 4 eine ganzrationale Funktion
a) vom Grad 3 mit 3 einfachen Nullstellen,
b) vom Grad 4 mit 2 doppelten Nullstellen,
¢) vom Grad 5 mit genau einer Nullstelle.

3. Berechnen Sie.
a) —2cos(m(z —1))+1=2, xe[-2;2] b) —2cos (z +7) =3, x € [0;27]
4. Bestimmen Sie die Exponentialfunktion der Form f(z) = a - ¢*, deren Graph durch die

Punkte P(-2/50) und Q(3/0,512) verlduft.
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6.

Funktionen

5. Der Wirkstoff einer Schmerztablette wird im menschlichen Kérper ndherungsweise expo-
nentiell abgebaut. Nimmt ein Patient eine Tablette, die 0,5g des Wirkstoffs enthélt, so
befinden sich nach 10 Stunden noch ca. 0,09g im Korper.

a) Nach welcher Zeit ist die Halfte (sind 90%) des Wirkstoffes abgebaut?

b) Jemand nimmt um 9 Uhr eine Tablette und um 15 Uhr zwei weitere mit jeweils 0,5g
des Wirkstoffes. Wie viel g sind davon um 20 Uhr desselben Tages noch im Koérper
vorhanden?

Zu den Losungen: |9.11
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7. Difterenzial- und Integralrechnung

7.1. Differenzialrechnung

1. Bestimmen Sie die 1. und 2. Ableitung der Funktionen

a) f(z) =52° —3z* — 222 — 3 £) f(z) = x42— 1
b) f(z) = 2(32° — 22) 15”
¢) fz) =23 (222 — 4) g f(2) =7
d) f(x) =223 - 42* h) f(z) = (x + 1)
o flr) = 2 i) f() = (2= 1)
2. Leiten Sie die folgenden Funktionen ab.
a) f(z) =3z —4 ¢) f(x) = cosz? e) f(x)=2a3 sinx
b) f(z) = (sinz)> d) f(z) = V222 + 3 f) flz) = Ciix

Zu den Losungen: [10.1]

7.2. Anwendungen der Differenzialrechnung

1. Bilden Sie die 1. Ableitung der folgenden Funktionen und bestimmen Sie die Gleichung
der Tangente in x; = 2

a) f(x) = 2" b) f(z) = = ¢) fla)=a d) f(z) = (f2)°

2. Bestimmen Sie die Extremstellen der folgenden Funktionen und entscheiden Sie, ob es
sich jeweils um ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum handelt.

a) f(z)=12®+ Ta® — 20 -3 ¢) f(x) = 2sin(mx), x € [0;2]
b) f(x)=e"+e "

Zu den Losungen: [10.2

7.3. Integralrechnung

1. Berechnen Sie

fir

a) f(z)=2z" b) f(z) = —
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7. Differenzial- und Integralrechnung

) f) = (o) D 1@ = 5

d ) = 2% 23— 32

A 3 k) f(z) =(x+1)

e) f(x) =52 — 32t — 22? — 3 D f(z)=+ve—4

f) flz) =2 (22* — 4) =

g) f(z) = 22" 4a? m) f(x) = 31;133

h) f(z) = (222 + 3z) (423) n) f(z) = g

i) f(:t):x2;1 o) f(x)zﬁ(ﬁ—l)Q

2. Berechnen Sie

a) Sé (x — 2?) dx b) Sf 2(32% — 2z)dx ¢) Sz r4dx

3. Bestimmen Sie die Fliche unter dem Graphen von f: R — R fiir x > 0, f(z) = 0 mit

a) f(x)=4—2* b) f(z) =e—e"
Zu den Lésungen: [10.3]

7.4. Fiir Gelibte
1. Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion mdoglichst kleinen Grades, fiir die gilt:
a) Die Funktion hat bei H=(0;1) einen Hochpunkt.
b) Der Graph der Funktion schneidet bei x = 2 die z-Achse.
¢) Bei z =1 befindet sich eine Wendestelle.
2. Welche Funktion f(x) = a-sin(m - z) + b hat fiir z = 2 die Steigung 37 und den Wert 47
3. Bestimmen Sie a, b und k fiir f(z) = a-e* + b unter folgenden Bedingungen:
a) Die Asymptote des Funktionsgraphen besitzt die Gleichung y = 3.
b) Der Graph der Funktion schneidet bei —2 die y-Achse.
c¢) Die Tangente an der Stelle z = 0 hat die Steigung 5 - In(2).
Zu den Losungen: [10.4]
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Vektorrechnung

7.5. Geometrie

Berechnen Sie das Volumen sowie die Oberflache

1.
2.

des Quaders mit den Kantenldngen: L= 100 m; B= 100 cm; H= 50 mm.

des Zylinders mit Durchmesser: D= 5 km und Hohe H= 500 mm.

Zu den Losungen: [11.17]

7.6. Rechnen mit Vektoren

1.

Bei einem geraden dreiseitigen Prisma ABCDEF sind A, B und C die Ecken der Grund-
fliche. Die Hohe des Prismas betrigt 5. Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte D,
E und F fiir

a) A=(2;0;3), B=(1;0;7), C=(-7;0;3)
b) A=(2;0;3), B=(6:2;3), C=(3;3;3)
¢) Welche besondere Lage im Koordinatensystem haben die Punkte AB und C?

Berechnen Sie mit folgenden Vektoren und Skalaren:

1 3 4
i={2 |, v= -3 |, w=(0] k=51=-2
3 0 6

Die Lénge aller drei Vektoren.

Bestimmen Sie den Mittelpunkt M der Strecke AB mithilfe von Vektoren.

a) A=(3;2;5), B=(5;2;3) b) A=(2;1;-2), B=(-5;1;9) c) A=(0;0;2), B=(-2;0;0)

In einem Dreieck ABC sind die Punkte M4, Mg und My die Mittelpunkte der Dreiecks-
seiten, die den jeweiligen Eckpunkten gegeniiber liegen. Bestimmen Sie die Koordinaten
der Punkte M4, Mg und My sowie die Summe der Vektoren AMy, BMp und C'Mc.

a) A=(0;0), B=(3;1), C=(1;3) b) A=(0;0;0), B=(3;1;2), C=(1;3;4)
Gegeben sind die Punkte P=(1;3;5) und Q=(2;-1;7).

a) Geben Sie mindestens 2 veschiedene Gleichungen fiir die Gerade durch P und Q an.

b) Priifen Sie, ob der Punkt R=(2;-5;9) auf der Geraden liegt.

. Gegeben sind die Punkte A=(7;5;4), B=(-5;8;7) und C=(-1;1;3).
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7. Differenzial- und Integralrechnung

a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig und rechtwinklig ist.
b) Berechnen Sie die Fliche des Dreiecks.

7. Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h.

1 2 5 -3
g:Z=10)+7r-|-2],reR, h:Z={0]|+s-] 3 ], seR
5 2 1 -3
8. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden g und h.
1 2 1 —2
g:x=1]+r-|0],reR h:Z=2]+s-| 1 |, seR
1 4 6 1
1 1 2
9. Gegeben sind die Vektoren d = 2 |,b=| 7 Jundc=| 2
1 2 5

a) Berechnen Sie die Vektorprodukte @ x g, @xcund b x C.

b) Bestimmen Sie jeweils den Flécheninhalt der von @ und 5, a und ¢ beziehungsweise
b und ¢ aufgespannten Parallelogramme.

c¢) Bestimmen Sie den Winkel, den @ und b einschlieken. Benutzen Sie dazu das Ska-
larprodukt. Uberpriifen Sie anschliefend mit Hilfe des Vektorprodukts Thr Ergebnis.
Berechnen Sie analog den Winkel zwischen @ und ¢, sowie zwischen b und c.

Zu den Losungen: [11.2]

7.7. Fiir Gelibte

Die geradlinigen Flugbahnen zweier Flugzeuge F} und F; konnen mithilfe eines Koordinatensys-
tems angegeben werden. Die Flugbahn von F} ist durch die Punkte P=(2;3;1) und Q—(0;0;1,05)
und die Flugbahn F; ist durch R=(-2;3;0,05) und T=(2;-3;0,07) festgelegt. Die Koordinaten ge-
ben die Entfernungen zum Koordinatenursprung in Kilometern an. Es ist windstill. F; fliegt
mit der Geschwindigkeit 350 km/h und F, mit der Geschwindigkeit 250 km /h relativ zu Luft.
Fi befindet sich am Punkt P und F; befindet sich zeitgleich am Punkt R. Betrachten wir die
Situation 20 Minuten spéter.

1. Wo befinden sich die beiden Flugzeuge? In welcher Hohe befinden sie sich?
2. Wie weit sind die Flugzeuge voneinander entfernt?

Zu den Losungen: [11.3
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Teil 111.

Losungen

67



8. Grundlagen

8.1. Rechentraining

1. Schreiben Sie als Potenzen und berechnen Sie den Wert der Potenz: Losung:

a) 10-10-10-10-10= 10> = 100 000 e) 2-2.2.2.2.2=20=64

)

b) 5-5-5-5 = 5% = 625
)
)

f) 25-25-25 = 25% = 15625

c)1-1-1-1-1=15=1

d

2. Berechnen Sie und kiirzen Sie vollstéindig: Losung:

65 _ 5 3 ,4_ 21 40 _ 61
a) g =7 d) 5+7=%+t70=1

52 _ 2 5,7 _ 2,21 _ 46 _ 23
b) 75 =3 ) 55t3 =5 T5 =9 = 15

88 _ 8 7.6 _ 7,2 _21 4 _ 2 _
) 5% =0 f) s+t =1+t5=%13 =%

3. Schreiben Sie als Summe einer ganzen Zahl und eines echten Bruchs: Losung:

12-12 =122 = 144 g) 100 - 100 - 100 = 100% = 1 000 000

5

6

a) 192 =189 + 2 = 21 + 2 Achtung: Schreiben Sie fiir 21 + § niemals 213. Das ist unter

Umstanden nicht zu unterscheiden von: 21 - % = %

b) 82 - 17+ L

c) % =5+ % Woran erkennen Sie, dass sich % nicht weiter kiirzen ldsst?

4. Beantworten Sie folgende Fragen:

a) Welche Zahl miissen Sie durch % dividieren, um % zu erhalten?

5 s -4 4.7 _28_ 7
Losung: v: ¢ =:=x=:-3=7 =1

b) Durch welche Zahl miissen Sie % dividieren, um % zu erhalten?
- I _3.14_2
Losung: sz =3 =x=% 5 =13

5. Geben Sie die Losung fiir = als gekiirzten Bruch, Dezimalzahl und Prozentzahl an:

a) 4x=9Lﬁsung:x=%=%-g—g=%=2,25=225%
b) 152 = 10 Losung: z = 12 = 2 = 0,6 = 66,6%
¢) 48z = 18 Losung: z = 2 = 3 = 0,375 = 37,5%
6. Berechnen Sie: Losung:
3\2  (4)3 _ 3243 _ 3%4 36 1\2 (1)3 9V2 (1)3 _ 3413
a) (1) G) = =% —i» b) (4+3)-(3)" = (B)(G) = &=

68



8.1. Rechentraining

7. Dividieren Sie schriftlich, schreiben Sie etwaige Reste als additiven Bruch:

a) 10775 : 25 Losung: b) 12345 : 23 Losung:
1 0 7 7 5 :25 =431 1 2 3 45 :23 25364-%
— 1 0 0 — 1 15

77 8 4

- 7 5 - 6 9
2 5 1 55
- 25 -1 3 8
0 17

c¢) 4601553 : 451 Losung: 10203

8. Dividieren Sie im Kopf (nach dem gleichen Prinzip, wie in der vorigen Aufgabe): Losung;:

1 — 15 —
a) 99 = 0,01 b) i~ 1,0714285

9. Losen Sie folgende Gleichungen fiir x:
a) 35413 —x =756 : 18 Losung: = = 4560

b) 421 -2 — (97 +48) - x = (15- (94 — 79) + 63) - 23
Lésung: Wenn man die Form 276x = 288 - 23 erreicht hat, sollte man zunéchst
erkennen, dass die Division durch 23 hilft. Danach teilt man noch durch 12 und
erhilt: x = 24

¢) 2 -z =10dm? (z als Dezimalzahl in ¢m? angeben) Losung: x = 3125 cm?

10. Beantworten Sie folgende Fragen:

a) Welche Durchschnittsgeschwindigkeit fahrt ein ICE, der fiir 153 km genau 45 Minuten
bendtigt? Losung: 204 "“Tm

b) Herr Hurtig ldsst den 45-Liter-Tank seines Autos volltanken. Der Tankwart gibt 33,5
Euro auf 100 Euro heraus. Wieviel Benzin war vor dem Tanken noch im Tank, wenn
ein Liter Benzin 1,75 Euro kostet? Losung: 7 /¢

¢) Wieviele Schnittpunkte haben drei nicht identische, nicht parallele Geraden im Raum
maximal? Wieviele sind es minimal? Losung: Max.: 3 Min.: 0

11. Berechnen Sie die Oberfliche und das Volumen des Quaders mit den Kantenldngen:
45dm, 4 m, 125 cm. Losung:
Volumen: V' = 450 - 400 - 125 em? = 450 - 50 000 em? = 22 500 000 cm? = 22,5 m?
Oberfliche: O =2-(4,5-4+4-1,25+4,5-1,25) m? = 228,625 m? = 57,25 m?

12. Zerlegen Sie in Primfaktoren: Losung:

a) 425 =5-5-17  b) 248=2.2.2:31 ) 336 =2*-3-7  d) 225 =32.52

13. Ordnen Sie die Briiche der Grofse nach (Rechnen Sie nicht, sondern vergleichen Sie.):

4 4 4 4 4 4
a) —, —, — LOsung: — < — < — Hinweis: Gleiche Zahler.
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8. Grundlagen

7T 14 7T 14
b L6 — < —
) 15 17 Losune: 35 < 17
14 31 4 4 14 31
c) % 30° 15 Losung: G < % < 20 Hinweis: Deutlich weniger als 0,5 ist weniger

als etwas mehr als 0,5 und das ist weniger als etwas mehr als 1,5

14. Schreiben Sie folgende Zahlen als vollstdndig gekiirzte Briiche: Losung:

1 11 7 21 15
125==  b) 1,375 = — 1,75 = - d) 2,625 = = 1.875 = =>
a) 0,125 = o ) 13T5= o ) 1T5= ) 2625="0  e) 1875 =

15. Berechnen Sie: Losung:

3 48 7 2
BCCEE R CEE) RN CR BN C RN R ) Ml (R A
1 . 2 2
(1+3):(1+2)+2:2 13 4+2) 2 +2+2 2
16. Berechnen Sie: Losung:
a) 2,74 1,08 = 2,9592 ) &1 =573 e) 1 =0,142857
b) 6,55 - 1,58 = 10,349 d) 30:6,4 = 4,6875

Zuriick zur Theorie:

8.2. Rechenoperationen und Termumformungen
1. Schreiben Sie die Terme ohne Klammern und vereinfachen Sie soweit es geht.
a) z%(z® — 2x) — 2° Losung: z° — 22° — 2% = —223

b

r(r —1) —2? Losung: 22—z — 122 = -z

¢) (3x +2)% Losung: 922 + 122 + 4

d) 3z(2 — 3z) Lésung: 6z — 92>

)
)
)
)
e) x+1—2(x—1)Lésung: z+1—-2x+2=3—=x
f) 2(z* — 1) — 2? Lésung: 22% —2— 2% = 2% -2
g) 1—(1—3x)?Lésung: 1— (1 — 62 + 92?%) = 62 — 92>
h) 222(22% + 1) Losung: 4z + 222
i) 2(x +1)—3(x +2) Losung: 20 +2—-3z—-6=—2—4
j) (x — 2%)2? Lésung: z° — 2°
2. Schreiben Sie folgende Terme ohne Klammern und vereinfachen Sie soweit wie moglich:
a) (9+4x —a)- (—4) Lésung: —36 — 16z + 4a
b) (5a + 4b) - (6x — Ty) Losung: 30az — 3bay + 24bx — 28by

c) 7z - (2a — 3b — 4c) - 2y Lésung: 28axy — 42bxy — 56¢xy

)
)
)
d) (4y + 62) - (3a — 5b) — (2y + 3x) - (2a + 3b) Lésung: 8ay — 26by + 12ax — 39bx
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8.3. Bruchrechnung

e) (15zy + 12bx) - (a — ¢) — (bbx — 10x) - (a — ¢)
Losung: 15axy — 15cxy + Tabx — Tbcx + 10ax — 10cx

f) 2n- 3z + z) — (92 + 32) - (2n + 3) — 3z — z Lésung: —12nz — 4nz — 30z — 10z

3. Fassen Sie geschickt zusammen: Losung:

a) 23u— (14v — (8v + 6u—3v — (43v — 16u)) — 16u) = 23u — (14v — (22u — 38v) —
23u — 52v + 38u = 61lu — 52v

16u) =

b) (3p —2¢)* — (3p + 2¢)* = —24pq mit (a — b)*> — (a + b)?> = —2ab — 2ab = —4ab

¢) Qa+b—c)z+(c—2a—-by=2a+b—c)(z—y)
Zuriick zur Theorie: 1.3l

8.3. Bruchrechnung

1. Fassen Sie die Briiche zu einem Bruch zusammen.

D §(-3- (3+4)) Losung: §- (-~ - K- %) = (-2) - -2

4 18 18 18 4 18 8
b) G-5-(G+3) plosung: 35-(G-5-(G+a) =5 (0-%) =513
0 (-4 (1= (4 - ) Losungs (551) s (00) - 48 -

; 16 2 :%""84:%

25 0

+ ((% + f) : L) Losung: g + ((?l
Lt (- 3:) Dosung: 3 ;

B () (e (30 H) Losung £ (59 -8

2. Vereinfachen Sie so weit wie mdoglich: Losung:

a)

1 1 1 1+C@*+1) 2?+1
- = +C=-=—+ —"y=—"————
y 241 Y r? 41 14+C(22+1)
b)
u—v  —(v—u) o
v—u (v —u)

mt+ms—nt—ns m(t+s)—nt+s) (m—n)t+s) (t+s)

mt—ms—nt+ns mt—s)—nt—s) (m—n)(t—s) (t—s)

— = .abc=bc+ac+ab
a b ¢

" abc abc

(1 1 1)‘ 1 be + ac + ab

1 - 1 T
1 - 1 - I+ 2224+14a2 2224x+1
b a+ - Zzr-Te
v 5 212 v 2z(1 + z) — 222 T o 2
$_
1+x 1+z

Zuriick zur Theorie: 1.4l
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8. Grundlagen

8.4. Potenz- und Wurzelrechnung, Logarithmen

1. Vereinfachen Sie die Terme so weit wie moglich.

a) am—n-{-l . am+n—8 Lﬁsung: am—n+1+m+n—8 — a?m—7

b) x3n76 . 3xn73m+2 . 51.27n Lasung: 15x3n76+n73m+2+27n — 15$3n7273m

(an+4)0,25 q0-25n+1

¢) Vantt : \/an—* Losung: (= = = q0:25m+1-05n+2 _ ,3-0,25n
an=4)0 a%on=

1
d) 4/ v/x® Lsung: ((xS)%)2 =26 =13 = /2!
a:‘_4y_5 2 302 -3 .
e) ( =Y > <W> Losung:

a 2 x3 -3 _ W _ a? y5b5a® _ a®
A3 ) y2b2q2 T - 28y1046 P Yol

y6 bbb

45 3 Oy -1 2 9 n—1 1 — 3
i (a=1) . Y (1=a) Losung:
9yb®>  30z"(a+ 1) 24z2"+1(1 + a)?

0

3za*y™(a—1)* 3y '(1—a)® 3za’y"(a—1)> 82""'(1+ a)’
2ub3an(a +1)2 " 8xnt1(1 +a)2  2yb3am(a+1)2 3yn=1(1 —a)3
4a3 - py"am L 4a3 - 2* 4a3x?

- b3(1 —a) - yzryn—! N b3(1 —a) b3 — ab3

2. Losen Sie die Gleichungen nach z auf.

a) 16z + 19 = 5(4 + 3z) Losung: 162 +19 =20+ 15z =z =1
5 3 1 3

w83 1 3 :
)%%’ P73 7 1(;811112g 18
T e12=2—18< 2 =15
ox 3x 6x 6x

¢) 5(2z +3) —12(6 — z) = 11(4x + 7) Losung:

100415 -T2+ 120 =4+ 7T=220 =134 =z =-3 =&

d) 4z —15(x — 1) = 2(6 — 3z) Losung: 4o — 152+ 15 =12 -6z = 5r =3 =2 = ¢

122 3 2 12+ 10z 9z + 10
24 LB : = 12 + 10z = 1 = —2
e) 15$+3 5+3x Osung: — e +10x =92 +10 =z
1 2 —4
f) x—3|— — xg—S _ S Losung;:
2x+2g2x_5:9_612x:>—3=9—123;:>12x:12:>x:1

3. Losen Sie die Gleichungen nach z auf.

a) —5+ 1022 + 5z + (v + 2)(1 — 11z) = —21z — 3 Losung;:
—5+102% + b + (v — 112? + 2 — 222) = —2lx — 3= —3 — 2% — 162 = —21z — 3
=0=2*-br=x(r—5)=1,=0,1,=5
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8.4. Potenz- und Wurzelrechnung, Logarithmen

b) —2z? + 3z —3(—3x+7) = =6+ (3 — z)(—7 + 22) Lsung:
222 +324+9r—21 = —6—-214+6x+7r—22% = —222+ 120 —21 = —222 + 132 —27
=2xr=06

4. Lésen Sie die Wurzelgleichungen nach x auf. Losung:

a) 3vr —1=+x+207=27(x — 1) =2+ 207 = 27z — 27 = © + 207 = 26 = 234 =
r=9

b) Ve =+vVr+8-2=12=(2+8)—4yr +8+4=—-12=—-4Vr+8=3=r+8=

9=xr+8=z=1

) Vr—l=z—-T=r—-1=2>-14z+49= 2> - 150 +50 =0
= 7 :15+m 15;5:>x1—10x2—5

Probe mit, der Ausgangsglelchung ergibt: xo entfillt!

d) Ve +2V/z+T7=6= (z+2)(z+7) =36 =2+ Tx +2x + 14 = 36
=22+ 92 —22=0= 31y = 8 = 29 g 22 g, = 11
Probe mit der Ausgangsgleichung ergibt: x5 entfillt!

e) V2r++vidr—3=3=2r++4r—-3=9=>dr—-3=9—-2zr=
4y —3=81—-36x+42? =41r* — 402+ 84 =0=2>— 10 + 21 =0
= 215 = 10i\/1200784 S0 g 73y =3

Probe mit der Ausgangsgleichung ergibt: x; entfillt!

fy 3wWex+vVr—4d=6=>r/r+Vr—4=2=ax+Vr—4d=4=\Vr—4=—-zr+4=
r—4=16—-8x +12? =
1’—95E+20—0=>ZE12—9+V818 9“

= 11 = 5,29 = 4 Probe mit der Ausgangsglelchung ergibt: z; entfallt!

g) Vir+vVr+3=br+1l=4dr+Vr+3=5cx+1=\Var+3=z+1

Sr4+3=2+2+1=2’+ar—2=0= 1, = EYIH8 _ L3

= 11 = —2, 29 = 1 Probe mit der Ausgangsgleichung ergibt: x; entfallt!

h) Vi+2=Viz+8=0+2=Vir+8=r+4drx+4=4r+8=2>-4=0=
$1:2,ZE2:—2

5. Berechnen Sie: Losung:

)
b) ((=2)°) " = (2" = &
¢) (-2%)° = (-8)" =
Q) (-2)° =~
) (=*)(=a?)(=a)! = (~1)(~D)(+1)al 2 = af
f) (—21})_2m B (_2)—2m$—2m B 2—2m o 1
—Qr=2m+l  _Q.g"2m.gp  _2.p  22mil.g

6. Losen Sie die Gleichungen nach z auf.

a) 3" =5 Losung: n(3"") =Inb =2+ 1=22 =z =120~
73



8. Grundlagen

b) 5% 1 =12 Losung: In (5> ') =In12 =2z — 1 =212 > 5 = (12 4 7). 1

¢) 5-3""? =72 Losung:

2
In (3°%%) = In (%) = (r+2)In3=In72—1nb

_ +2_1n72—1n5:> _ln72—ln5 5
S S P

d) 15 - 2 = 66

Losung: Ine* = In (&) = 2z =In(2) = 2z = In22 — Inj = g = 22-hd

e) 1—e=0,3

Losung: €7 = 0,7 = Ine® = In0,7 = 5z = In0,7 = ¢ = %7

5

f) 5% = 7%* Losung: In5%* = In7* = 3z -In5 =2z -In7= 2 =0

g) 10"7* = 6*"! Lésung:

10" =m6*"!' = (7T—2)In10 = (27 + 1)In6
=7n10 —zInl0 =2zn6+1n6=7In10 —1In6 =2xIn6 + z1ln 10
7In10 — In6

In10 —In6 = 2 (21 In1l =
=7In10—In6=2(2n6+mn10) == 5106 £ 10

h) 3% 4%+t = 5772 Lsung:

In (3°-4"*") =In (5"**) = 2In3 + (z + 1)In4 = (z + 2)In5
=sln3+zxznd+hnd=zn5+2ndb=2h3+zlnd—2n5=2n5—-1n4
2ln5 —1n4

1 In4—1 =2In5—1n4 =
=z (In3+1n nb) n5—Ind=z 3 A —Ind

i) log, 81 = ! Losung: 7 = 81 = z = 814

j) logrz=—2Lésung: 2 =7 > =z =5 =z =4

k) logyz = —8 Losung: z =2 8=z = 5 = 1 =

1) 80 = 16 - 4° Losung: 4" =5 = z = log, 5 = {23
m) 1000 = 0,5 Lésung: x = log, 5 1000 = hﬁ}%

n) QIZX/LﬁLﬁsung: 20 = 2%1% 22%1(:>25”=2*i:>x=—i

T __ o0 . _ _ In3,2
0) 4" = 3,2 Losung: x = log, 3,2 = 7>

p) 2% = —2% Lésung: 2°% = —2% = 2% # —2°Vx € R Das heifst, die Gleichung ist
nicht 16sbar!

7. Vereinfachen Sie Losung:

a) Da 2k — 2 gerade ist, ist (a — 0)?*"2 = (b—a)?** 2. Also

2
5(b— a)*2 - 2(b— a)™ % - 2(b— a)** = 6(b— a)* = 6(a — b)*
3 5 3



8.5. Zahlen und Mengen

a=b _a=b _(a=ba+Vh)-(a=bha=vb) _, ~
Va—vb  a++b a—b

8. Berechnen Sie, oder spalten Sie auf: Losung:
a) log, = =log,a™ = —1
b) log,a =1

c) log,a™ =n
d) 111(4@3) =In (a%) =3Ina

) 10 (55 = nle? )~ ha(a? +42) = (e )0 + ) ~ In(a? + )

= In(z — y) + In(z + y) — In(z? + 32

f) Ine® =e

j) logyz =3=12=2"=38

k) log, 2197 = 3 = 2197 = 23 = x = v/2197 = 13Bemerkung: Die Gleichung 2197 = 3
lasst sich leicht durch geschicktes Probieren im Kopf 16sen. 2197 ist vierstellig, also
muss z zweistellig sein. Da 103 = 1000 und 20® = 8000 sind, wird die Lésung nahe
bei 10 liegen. Da 2197 ungerade ist, kann x nicht gerade sein. Elf ist sicher noch
etwas zu klein, wir {iberschlagen:

112 =121 - 11 < 1400

Die néchste zu priifende Zahl ist also o = 13. Also, z.B.: 133 = 169 - 13 = 1690 + 3 -
100 + (3-70 —3) = 1990 + 210 — 3, das passt.

Zuriick zur Theorie:

8.5. Zahlen und Mengen

1. Ordnen Sie die folgende Zahlen zu passenden Grundmengen N, Z, Q oder R: Lésung:
12e N
12, —8€Z
12, =8, 2, 141€Q

y 3
12, =8, 2, 141, V7, TeR

7



8. Grundlagen

2. Gegeben sind die drei Mengen My = {a,b,c,d, e}, My = {e, f,g,h,i} und M3 = {a,c,e,g,i}.
Bilden Sie die Mengen M1 ﬁM27 M1 UMQ, M1 ﬁ]\437 M1 UMS, MQﬁM;; und MQUMg. Be-
stimmen Sie aulterdem M1 \MQ, M2 \Ml, MQ \M3 und M1 ('\MQ ﬁMg sowie M1 UM2 UM3.
Losung:

My n My = {e}, My u My = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}, My n My = {a,c,e}, My v My =
{a,b,c,d, e, g,i}, My~ Mz = {e, g,i} und My U M3 = {a,c,e, f,g,h,i}.

Auferdem M1 \MQ = {CL, b, C, d}7 MQ \Ml = {f,g, h,i}7 M2 \M3 = {f, h} und M1 M M2 M
M; = {e} sowie My U My U M3 = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}.

3. Gegeben seien die folgenden Teilmengen der reellen Zahlen:

A={zeR|-b<x<2},B={zeR|4>2>0},
C={zeR|2*<9},D={zeR|z*>1}

Bestimmen Sie jeweils die folgenden Mengen. Skizzieren Sie sich den Sachverhalt zunéchst
auf der Zahlengeraden, falls es Thnen schwer fillt.

a) AuB Losung: {reR|-b<x<4}=]|-54]
b) A\B Losung: {reR|-5<z<0}=]-50]
¢c) AnB Losung: {zeR|0<2 <2} =[0;2]

)

)

)

d) CnD Losung: {reR|-3<r<-1vi<a<3}=[-3-1[u]1;3]

e) (R\D)uB Losung: {reR|-1<x<4}=[-1;4]

f) C\(AnB) Losung: {reR|-3<s<0v2<z<3}=[-30[u[23]
)

g) (AnB)u (CnD)
Losung: {reR|-3<zx<-1v0<z<3}=]|-3;-1[ u[0;3]

4. Lésen Sie nach x auf und bestimmen Sie die Losungsmenge.
a) 4v + 17> —x —3 Loésung: L = {z|z > —4} = | —4,0]
b) —4-(3x —2) <6-(1—2x) Losung: L = { }
Zuriick zur Theorie:

8.6. GrolBen und Einheiten

1. Welche der folgenden Einheiten sind kohérent beziehungsweise inkohédrent?

Losung:
a) Newton ist kohérent d) Kilogramm ist kohérent
b) Kilonewton ist inkohédrent e) Kilometer ist inkohérent
¢) Millinewton ist inkohérent f) Nanosekunde ist inkohérent

2. Rechnen Sie alle Lingenangaben in Kilometer um. Losung:

a) 12 m = 0,012km d) 100 mm = 0,0001km g) 5000 m = 5km
b) 3,4 m = 0,0034km e) 120 dm =0,012km h) 200000 pm = 0,0002km
c¢) 0,5 m = 0,0005km f) 150 mm = 0,00015km
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8.6. Grofken und Einheiten

3. Rechnen Sie alle Lingenangaben in Millimeter um. Losung:

a) 12 km = 12-10° mm d) 100 cm = 1000mm g) 800 m = 800000mm
b) 120 m = 120000mm e) 50 km = 50 - 10 mm h) 400 cm = 4000mm
¢) 0,5 m = 500mm f) 500 m = 500000mm

4. In der Seefahrt verwendet man die Lingeneinheit Seemeile und die Geschwindigkeits-
einheit Knoten. Dabei gilt 1 Seemeile = 1sm = 1852m und 1 Knoten = 1kn= 1 sm/h.
Rechnen Sie die Geschwindigkeit 72 kn in die Einheiten km/h und m/s um.

Losung: 72kn = 133,344km /h = 37,04m/s

5. Wie viele Minuten und Sekunden fehlen bei 7min 12 s zur vollen Stundenzahl?
Losung: Es fehlen noch 52 min und 48s zur vollen Stunde.

6. Eine unermiidliche Schildkréte legt in zwei Wochen die Strecke 100,8 km zuriick. Berech-
nen Sie die Geschwindigkeit der Schildkréte in km/h und in cm/s.
Losung: 0,3km/h ; 8,3cm/s

7. Auf einer Autokarte mit dem Mafsstab 1: 250000 ist die Fahrstrecke 12.3 cm lang. Wie
langebendtigt man fiir diese Stecke bei einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 50 km /h?
Lo6sung: 0,615h

oo

. Eine Spielzeugeisenbahn hat einen Mafsstab von 1: 125.

a) Welche Strecke muss die kleine Eisenbahn in der Stunde fahren, wenn dies einer
wirklichen Geschwindigkeit von 80 km /h entsprechen soll?
Losung: 640m

b) Welche Strecke fahrt die kleine Eisenbahn in einer Minute und in fiinf Minuten?
Losung: 10,667m, 53,333m

¢) Welche Strecke hitte der wirkliche Zug zuriickgelegt, wenn der kleine Zug in 10 s
300 c¢m zuriickgelegt hat?
Losung: 375m

d) Welche Geschwindigkeit in km/h hétte der wirkliche Zug dann erreicht?
Losung: 135km/h

9. Flachenberechnung

a) Die alte BRD hat eine Fliche von 248800 km? bei einer Einwohnerzahl von 61.6
Millionen. Berechnen Sie die Bevélkerungsdichte( Einwohnerzahl pro km?)
Loésung: 247,6 Einwohner pro km?

b) Kanada hat eine Fliche von 9976000 km? einer Einwohnerzahl von 24 Millionen. In
welchem Verhéltnis stehen die Bevolkerungsdichten der BRD und von Kanada?
Losung: 1:103

¢) Wie oft passt die Fliche der BRD in die Fliche Kanadas?

Lésung: ca. 40,0 mal

10. Die Schallgeschwindigkeit betrégt rund 333 m/s. Welche Geschwindigkeit hat ein Flugzeug
bei

a) zweifacher Schallgeschwindigkeit in km/h und m/min?
Losung: 2397,6km /h; 39960m /min
7



8. Grundlagen

b) vierfacher Schallgeschwindigkeit in km/h und m/min?
Losung: 4795,2km /h: 79920m/min

Zuriick zur Theorie: 1.7

8.7. Dreisatz

1.

Bei 12 Arbeitsstiicken fallen 3,3 kg Spiane an. Wieviel kg Spéne entstehen bei 100 Ar-
beitsstiicken? Losung: 27,5 kg

Ein Behilter enthilt 450 ¢ Wasser und wird bei getffnetem Hahn in 12 Minuten gefiillt.
Wieviel Liter Wasser waren in dem Behélter nach 7 Minuten? Losung: 262.5 ¢

Ein Verkehrsflugzeug mit einer Geschwindigkeit von 850 km/h legt einen Weg in 55 Mi-
nuten zuriick. Wieviel Zeit braucht ein neuerer Typ Flugzeug, der eine Geschwindigkeit
von 950 km /h auf dieser Strecke erreicht.

Losung: Der neuere Typ des Flugzeugs braucht ungefihr 49 Minuten.

Finden Sie den Fehler in den Berechnungen. Ein Auto kostet brutto 23800 Euro. Wie
hoch ist der Nettopreis?

100 23800
:100 ) :100 |
1 238
19| 19|
19 4522

Der Nettopreis betrigt 23800 Euro - 4522 Euro = 19278 Euro. Losung: Im Ladenpreis
sind die 19 % Mehrwertsteuer schon enthalten, das heiftt 23800=119%. Damit betrigt der
Nettopreis 20000 Euro.

Zuriick zur Theorie:

8.8. Lineare Gleichungssysteme

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme.

1.

br —2y =24 5. x+2y+2=9

T+ 3y =—2 —2r—y+5z=295

Losung: z =4, y = -2 r—y+3z2=4

2 — 2y = 2 Losung: z =1, y=32=2
—Tty=—2 6. do+y+ 7z =12

Losung: Keine Losung. 52 4+ 102 = 5

y=4xr—17 —r—2y=-2

8z + 2y = —14 Losung: Keine Lisung.

Losung: y =4z — 7T mit x € R T a—ytz=-2

.b+3c=10 dr +2y+2=—-5

ba —3b+c=5 6 + 3z = -9

—2b+2c=—4 Losung:z =t, y=—t—1, 2=-2t-3
Losung: a =3, b=4, c =2 mit £t € R

Zu den Aufgaben fiir Geiibte:
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8.9. Fiir Geiibte

8.9. Fiir Gelibte

1. Rechnen Sie im Kopf: fangen Sie mit der gegebenen Zahl an und folgen Sie den Rechenan-
weisungen von oben nach unten. Versuchen Sie geschickt zu rechnen. Der Schwierigkeits-
grad erhoht sich von rechts nach links. Wenn Sie gut geiibt sind, sollten Sie pro Spalte
héchstens eine Minute brauchen.

Einfach Mittel Schwierig
40 57 98
davon + | =10 3 =171 | +524 = 622
quadrieren | =100 +211 =382 —i—% davon | = 933
+24 = 124 | die Hélfte davon | =191 03 = 311
4 =31 —52 =139 —243 =68
-2 = 62 verdoppeln =278 -5 = 340
-30 =32 +122 =400 : 20 =17
4 =8 : 20 =20 | quadrieren | = 289
7 = 56 ++= davon =26 +473 = 762
—22 = 34 113 =2 | 4% davon | = 1270
34 2 1270

2. Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Gleichungen.
a) -2z =« Losung: L = {—1; 9}

b) 25 —3 =21 Losung: L = {—1 + 317}

o

)
) 25”;1—%2% =4 Losung: L = {% %\f}
d)

2Ly e - % Losung: L = { }, da die errechneten Losungen Nullstellen des

Nenners sind.
3. Bestimmen Sie die Losungsmenge in Abhéngigkeit von p.
5-B3+x)>p-(1—2)+3-(z+5)
Losung: p=-2: L=R; p>—-2: L:{$|:1:>p+2}; p<-—2: L= {x|:17<p+2}

4. Ein Bauer mdochte frisch geerntete Friichte trocknen. Insgesamt 100 Kilogramm hat er auf
einer groken Decke ausgebreitet und ldsst die Sonne ihre Werk verrichten. Zu Beginn lag
der Wasseranteil bei 99 Prozent. Einige Tage spéter ist der Wasseranteil auf 98 Prozent
gesunken. Wie schwer sind die Friichte dann - inklusive des in ihnen enthaltenen Wassers?
Losung: Anfangs betrdgt der Anteil der Trockenmasse 1 Prozent, also 1 kg. Die Trocken-
masse bleibt wihrend der Trocknung konstant, das heiftt beim néchsten Wiegen entspricht
dies 100 — 98 = 2 Prozent der Gesamtmasse. Damit wiegen die Friichte nur noch 50 kg.

5. Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Gleichungssysteme. Losung:

a) 4z +Ty—5z=4 b) 2a + 6b—3c = —6 ¢) 20 —3y—z=4
6x + 3z = —8 da+3b+3c=6 r+2y+32z=1
—4x—8y 62——8 4a —3b+ 9c =18 3r —8y—52=>5
x——§, Yy = 3, z =2 a=—15t+3,teR Keine Losung

b=t—2,c=t

Zuriick zur Theorie:
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9. Funktionen

9.1. Lineare Funktionen
1. Bestimmen Sie aus den gegebenen Informationen den Funktionsterm f(x) = ax + b.
a) a = 3 und der Punkt P(2;16) liegt auf der Geraden. Losung: f(z) = 3z + 10.

b) Die Gerade verlduft durch den Punkt Q(—1;—2) und ist parallel zur Geraden mit
der Gleichung g(x) = —2z + 1. Lésung: f(z) = -2z — 4.

¢) Esist b=—1,5und f(2,5) = 16. Lésung: f(z) = 7z — 1,5.
d) Esist f(3) =4 und f(—-9) = 8. Lésung: f(z) = —3z + 5.

2. Ein Unternehmen fertigt Stiihle an. Die Produktionskosten setzen sich aus Fixkosten
(Miete, Maschinen,...) von 20000 Euro und variablen Kosten (Material, Arbeitszeit,...)
fiir jeden einzelnen Stuhl von 30 Euro zusammen. Ein Stuhl wird fiir 80 Euro verkauft.

a) Geben Sie den Gewinn (Einnahmen minus Kosten) als Funktion in Abhéngigkeit der
Anzahl der Stiihle an. Lésung: f(x) = 80 -2 —30-2 —20000 = f(x) = 502 — 20000.

b) Wieviel Gewinn wird bei einem Verkauf von 3000 Stiihlen gemacht?
Losung: f(3000) = 130000.

¢) Bestimmen Sie die Anzahl der Stiihle, ab der die Firma Gewinn macht.
Losung: x = 400.

Zuriick zur Theorie:

9.2. Quadratische Funktionen

1. Bestimmen Sie die Nullstellen und stellen Sie mithilfe der quadratischen Erginzung den
Funktionsterm f(x) in der Scheitelform dar.

a) f(r) =22 — 4z + 1 Lésung: 210 =2+ V3, f(z) = (z —2)? -3
b) f(z) =2*+ 3z —4 Losung: oy = —4, 25=1, f(z)=(z+3)* -2
¢) f(x) = —22% + 4z — 8 Lésung: Keine rellen Nullstellen, f(z) = —2(z — 1)*> — 6

2. Die quadratische Funktion f(x) = ax? 4+ bx + ¢ hat die Nullstellen -1 und 3. Bestimmen
Sie jeweils die Parameter a, b und c, fiir die folgenden Werte von f der Stelle x = 0:

Losung: Fiir alle Aufgaben gilt: f(—1) =0 = a—b+c = 0und f(3) = 0 = 9a+3b+c = 0.
a) f(0)=3=c¢=3 Damit ergibt das LGS fiir a = —1 und b = 2.

) 1(0)
b) f(0) = =3 = c=—3 Damit ergibt das LGS fiir a = 1 und b = —2.
¢) f(0)=—-6=c=—6 Damit ergibt das LGS fiir a = 2 und b = —4.
d) f(0)=15=c=15 Damit ergibt das LGS fiir a = —0,5 und b = 1.

Alternativer Ansatz: f(z) = a(z + 1)(x — 3).

Zuriick zur Theorie: 2.3
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9.3. Ganzrationale Funktionen

9.3. Ganzrationale Funktionen

1. Lésen Sie folgende Gleichungen fiir x. Machen Sie sich jeweils klar, fiir welche Funktion
Sie damit die Nullstellen berechnet haben. Losung:

a) ’+r=0e1rl=-ar=1=-1,10=0

b) (1—37=16er—-3=+/I6or=3+4d=2, =7, 25 = —1

1 1 1—x ) 1
¢) 53—-—-—-2=0% —2=0el-r-20"=0=2; =3, 25 = —1
x x T
1 —
d) 1+x=x®1—x=x+x2®0=x2+2x—1=>x1=—1+ﬂ,x2=—1—ﬁ
x

e) Die Losung gilt nur fiir b # 0. Falls b = 0 ist, muss a = —c gelten, dann ist  beliebig.

a—(a—byx =(b—a)x— (c+br)

c)a—a:n—i-bx(:)bx:—(a—i-c)sz—aa:—c—bx@x:—azc
f) Die Losung ist leicht zu sehen: v222 —1 = —z < 2 = —1 Wird statt dessen

konventionell quadriert, so muss man mittels Probe die Losung mit dem richtigen
Vorzeichen finden: 222 — 1 = 22 & 2 = +1 Die Losung x = 1 ist nicht moglich, da
der Wurzelausdruck (linke Seite) kein negatives Ergebnis (r.S.) haben kann.

2. Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktionen.

a) f(r)=2%—22% - 11z + 12 Lésung: 71 = -3, 1, =1, 23 =4

b) f(x) =22 — 622 + 8 Losung: z; = —1, doppelte Nullstelle bei zo = 2

c) flx)= — 622 — 4,5z + 11 Losung: z1 = —11, 25 = -2, 23 =1

d) f(zx) = —132? + 4z + 12 Losung: vy = —2, 29 = —1, 23 =1, 7, =6
e) f(x)=a2®—32? — 2x — 40 Lésung: z; =5

f) flz) = — 12022 + 220z — 120 Lésung: 1 = 1, x5 = 2, 23 = 3

Zuriick zur Theorie:

9.4. Winkelfunktionen

1. Geben Sie die Winkel im Bogenmaf als Vielfache von 7 an.

a) 180°, 270°, 315°, 135° Losung: m, 3w, I, 37
b) 2°,10°, 100°, 60° Lésung: o7, =7, o, =

2. Geben Sie die Winkel im Gradmaft an.

a) 3w, &m, Z, 2w Ldsung: 540°, 54°, 90°, 120°

b) %, 17%, T 7rLosung 30°, 10°, 50°, 225°

3. Bestimmen Sie den exakten Funktionswert

a) sin (27) Losung: sin (37) = —1 ¢) cos (27) Lésung: cos (37) = —

1
2

b) sin (—I7) Losung: sin (—I7) =1v2  d) cos(—3m) Losung: cos (—3m) = —1
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9. Funktionen

4. Bestimmen Sie die Periode und die Amplitude von f. Geben Sie auferdem ohne Rechnung
die Koordinaten je eines Hochpunktes H und eines Tiefpunktes T" des Graphen von f an.

a) f(x) =2sin(2z) Lésung: p=m, a =2, H = (n/4;2), T = (3/4m; —2)

b) f(z) =sin(r(z — 1)) + 1 Losung: p =2, a=1, T = (1/2;0), H = (3/2;2)
¢) f(z) =cos(3z) —1Losung: p=4, a=1, H = (0;0), T = (2; —2)

d) f(x) = —1,5cos(z + ) Losung: p =27, a = 1,5, H = (2m;1,5), T(m; —1,5)

5. Berechnen Sie. L6sung:

a) sin(2z) +7=8, r€[0;27] = sin(2r) =1=2r =2 =2 =2=L={Z; 2x}
Die weitere Losung erhélt man durch die Periodizitat der Funktion (p = 7) unter

Beachtung des gegebenen Intervalls.

b) cos (32) —1=0, z€[0;10] = cos (Zz) =1=Tr=0=2=0= L = {0; 8}

Die weitere Losung erhélt man durch die Periodizitdt der Funktion (p = 8) unter
Beachtung des gegebenen Intervalls.

Zuriick zur Theorie:

9.5. Die Umkehrfunktion

1. Bestimmen Sie den Definitionsbereich Dy € R der Funktion f : Dy — R, die durch f(z)
definiert ist, sodass sie eindeutig umkehrbar ist. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion mit
ihrem Definitionsbereich.

2) flz) — ﬁ Losung: D; = R\ {1} und f 1(z) = 1 11, Dy =R\ {0)

b) f(x):5”;+_37 Lésung: Df:R\{g} und f1(z) = gi*? Dfl_R\{ }
¢) f(z) =22+ 6 Losung: Dy = {zr e R, z > —3} und [~ ()2%2—3,Df1=]1%5r

2. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion folgender Funktionen f : (0,00) — R, die jeweils
durch f(x) definiert sind. Hinweis: Hier gilt jeweils: x > 0.

a) f(x) =32+ x Losung: f'(z) = —¢ + \/ﬁ Dy = (=1, 0)

b) f(z) = (22 +1)7" Losung: f () = 4/ —1, Dj1 = (0,1]

¢) f(z) = +/—2z Losung: Die Funktion f(z) ist fiir > 0 nicht definiert. Daher
existiert auch keine Umkehrfunktion. Ist z < 0, so gilt fiir die Umkehrfunktion:
fH(x) = —32% Dy = (0,0)

Zuriick zur Theorie: 2.6l

9.6. Wurzelfunktionen

Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen.

4

— A 3 . —
L. f(z) = 2" — 625 Losung: 215 = +5 3. f(x) = % + 2 Losung: keine Losung

2. f(z) =22° + 0,25 Lésung: © = —0,5 4. f(z) = (x —3)° + 3; Losung: z = 3
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9.7. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen

1

5. f(z) = ¥/r + 8 Lésung: —512 7. f(z) = 2! — 57 Losung: r —
f(x) g 7

6. f(z) = vz —1—2 Lésung: x = 33

Zuriick zur Theorie:

9.7. Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen

1. Bestimmen Sie die Nullstellen der folgenden Funktionen exakt.

(
b) f(xz) = —3e” +2 Losung: © =In2 —1In3
¢) f(z) =e® + 4 Losung: Keine Losung, da e™® > 0 fiir alle z € R
d) f(z)=2e?" — 2e¢ Losung: z = —;

2. Bestimmen Sie die Exponentialfunktion der Form f(z) = a - ¢*, deren Graph durch die
Punkte P = (0;1,5) und @ = (2;6)verlauft.
Losung: f(0) =15=a=15, f(2)=6=6=15->=qg=2= f(z)=1,5-2"

3. Eine Nahrlosung enthilt zu Beginn des Versuchs 50000 Bakterien. Téaglich vermehrt sich
die Anzahl der Bakterien um 10%.

a) Wie lautet die zugehorige Wachstumsfunktion? Lésung:
f(t) = 50000 - 1,1* = 50000 - e 1t wobei ¢ die Anzahl der Tage ist.

b) Wie viele Bakterien sind nach 5 Tagen in der Nihrlosung? Losung: f(5) = 80526

¢) Bestimmen Sie die Verdopplungszeit. Lésung:
2 - 50000 = 50000 - "1t = ¢ = 1111n121 ~ 7,27 Tage

d) Wann hat sich die Zahl der Bakterien verzehnfacht? Lésung:

10-50000 = 50000 - e b1t = ¢ = 11“112 ~ 24,16 Das heikt, nach ungefihr 24,16 Tagen

hat sich die Zahl verzehnfacht.
Zuriick zur Theorie:

9.8. Symmetrieeigenschaften von Funktionen
Entscheiden Sie, welche Symmetrieeigenschaften folgende Funktionen f : Dy — R haben:

1. f(x) = 2® — 5x Lésung;:
f(—z) = (—x)® = 5(—z) = —2® + bx = — f(z), d.h. f(x) ist eine ungerade Funktion.

2. f(z) = v/ Losung: Dy = [0;4+00) Da f(—x) = 4/(—x) auf Dy nur fiir x = 0 definiert
ist, ist f(z) ist weder gerade noch ungerade.

x) = ( ) Losung;:
x) = sin(—xz) = —sin(z) = —f(z), d.h. f(z) ist eine ungerade Funktion.

I
fl=

4. f(z) = |z| Losung: f(—xz) = |—z| = || = f(x), d.h. f(x) ist eine gerade Funktion.
(

5. f(x) = sin(x + 7) Losung:
f(—x) =sin(—z + 7) = —sin(x + 7) = —f(z), d.h. f(x) ist eine ungerade Funktion.

Zuriick zur Theorie: [2.9]
33



9. Funktionen

9.9. Translationen, Streckung und Stauchung

1. Fiihren Sie folgende Translationen und Verschiebungen an der Normalparabel durch:

a) Verschiebung um 1 nach rechts ¢) Streckung mit Faktor 2 in y—Richtung

b) Spiegelung an der z-Achse d) Verschiebung nach oben um 1

Skizzieren Sie den Funktionsgraph! Berechnen Sie hierfiir die Nullstellen. Geben Sie die
Funktionsgleichung in iiblicher Form an. Lésung: f(z) = —2(z — 1)*+1 = —22% +42—1

1
Also liegt der Scheitel in S = (1,1). Die Nullstellen liegen bei: 1, = 14+4/1 — 3 =1+ 7
Mit v/2 ~ 1,4 und \/Li = \/75 bekommt man die zugehorigen Punkte fiir die Skizze:

1+

2. Verschieben Sie die Funktion f(z) = 3¢ °* — 5 so, dass der Graph bei z = 0 die x-Achse
schneidet. Losung: f(0) = —2 = fueu(z) = f(2) +2 =37 — 3

3. Strecken Sie die Funktion f(z) = —e3™3 — 2 so, dass sie bei x = 1 den Wert 4 hat.

Losung: f(1) = =3 = freu(z) = =5 - fz) = 330 + &

4. Geben Sie den Funktionsterm g(x) an, den Sie erhalten, wenn Sie

a) die Amplitude der Funktion f(z) = sin(z) verdoppeln und den Funktionsgraphen
dann um 3 nach unten schieben. Lésung: g(z) = 2sin(x) — 3

b) die Amplitude der Funktion f(z) = ¢
vervierfachen. L8sung: g(z) = 3 cos

c¢) den Funktionsgraphen der Funktion f(x) = sin(z) um 1 nach oben und um 4 nach
links schieben. Losung: g(z) = sin(z +4) + 1

Zuriick zur Theorie:

9.10. Kombination und Verkettung von Funktionen
1. Bestimmen Sie (f o g)(z) und (g o f)(z) und die Definitionsbereiche!

a) f(x)=1+2% Dy=R und g(z)=+/z, D,=[0;0)
Losung: (fog)(z) = f(g(z)) =1+, D =[0;)
(o @) =g(f(@)) =vi+a®, D=R

b) f(x)=0B—-2)? D;y=R und g(x)=3z+1, D,=
Lésung: (f o g)(z) = f(g(z)) = (2-32)?, D=R

(9o Nx) =g(f(x)) =3B—-x)*+1, D=R
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9.11. Fiir Getibte

¢) f(xy=—€", D;=R und g(z)=2>-3, D,=R
2

Losung: (fog)(z) = f(g(r)) = —e" % D=R
(go f)(x) = g(f(x)) = (—€*)’ =3 =¢* -3, D=R

2. Suchen Sie fiir die Funktion f eine mogliche Verkettung der Form h o g.
a) f(z)=sin(x — 3) Losung: g(z) = = — 3, h(x) = sin(z)
b) f(x) = (2z + 8)® Lésung: g(z) = 2z + 8, h(z) = 2

c) flx)= x21_ Z Lésung: g(z) = 22 — 7, h(z) = é

d) f(z) = €** Loésung: g(x) = 2x, h(z) = €*
Zu den Aufgaben fiir Geiibte:

9.11. Fiir Gelubte

1. Ein Sportverein veranstaltet ein grofses Schachturnier. Jeder spielt genau einmal gegen
jeden anderen. Nach jeder Partie werden den Spielern Karten ausgehidndigt. Der Sieger
bekommt eine griine, der Verlierer eine rote. Bei einem Remis erhalten beide Spieler je
eine gelbe Karte.

Nach dem Turnier stellt der Veranstalter fest, dass von jeder Farbe genau 752 Karten
ausgegeben wurden. Wie viele Teilnehmer hatte das Turnier?

L6sung: Anzahl der Spiele: 752 -3 : 2 = 1128.
Bei n Spielern sind es (n—1)+(n—2)+(n—3) +---+3+2+1=n-(n—1) : 2 Spiele.
Damit gilt n? — n — 2256 = 0 und somit haben 48 Spieler teilgenommen.

2. Bilden Sie aus den Bausteinen x + 3 und 2? — 4 eine ganzrationale Funktion

a) vom Grad 3 mit 3 einfachen Nullstellen, Lésung: Zum Beispiel f(z) = (z+3)(2%—4)
und jede beliebige Steckung dieser Funktion.

b) vom Grad 4 mit 2 doppelten Nullstellen, Losung: Zum Beispiel f(z) = (2 — 4)?
und jede beliebige Steckung dieser Funktion.

¢) vom Grad 5 mit genau einer Nullstelle. Lésung: Zum Beispiel f(z) = (x + 3)° und
jede beliebige Steckung dieser Funktion.

3. Berechnen Sie.
a) —2cos(m(z —1))+1=2, z€[-2;2] Losung: L = {-2; —4; &; 3}
b) —2cos (z +m) = /3, x € [0;27] Losung: L = {¢m; dr}

4. Bestimmen Sie die Exponentialfunktion der Form f(z) = a - ¢*, deren Graph durch die
Punkte P(-2/50) und Q(3/0,512) verlduft.
Lésung: P(-2/50) = a- ¢~ =50, Q(3/0,512) = a - ¢* = 0,512
= ¢° =0,01024 = ¢ = J0,01024 =04 =a=50-0,4*> =8 = f(x) =8-0,4"

5. Der Wirkstoff einer Schmerztablette wird im menschlichen Korper ndherungsweise expo-
nentiell abgebaut. Nimmt ein Patient eine Tablette, die 0,5g des Wirkstoffs enthélt, so
befinden sich nach 10 Stunden noch ca. 0,09g im Korper.

Losung: Ansatz fiir die Funktion: f(t) = 0,5 - ¢*, wobei ¢ fiir die Anzahl der Stunden
nach der Einnahme steht. Es gilt f(10) = 0,09.
=q= V0,18~ 0,8424 = f(t) = 0,5-0,8424" = 0,5 - M(0:8424):1
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9. Funktionen

a) Nach welcher Zeit ist die Halfte (sind 90%) des Wirkstoffes abgebaut?
Losung: Gesucht ist die Halbwertszeit ty mit f(ty) = 1/2-0,5 = ty ~ 4,042
Stunden. f(t) =0,1-0,5=t ~ 13,43 Stunden.

b) Jemand nimmt um 9 Uhr eine Tablette und um 15 Uhr zwei weitere mit jeweils 0,5g
des Wirkstoffes. Wie viel g sind davon um 20 Uhr desselben Tages noch im Korper
vorhanden?

Losung: f(t) = 0,5 - O824 () = 1. MO829¢ " £(11) 1 ¢(5) ~ 0,5 Gramm.

Zuriick zur Theorie: [3]
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10. Differenzial- und Integralrechnung

10.1. Differenzialrechnung
1. Bestimmen Sie die 1. und 2. Ableitung der Funktionen
a) f(r) =5z’ — 3z* — 22° — 3 LOsung:

f'(x) = 252" — 122° — 4u, f"(x) = 1002° — 362 — 4

b) f(z) = 2(32® — 2x) Losung:
fl(x) =2(92° —2),  f"(x) =362
¢) f(z) =2 (22% — 4) Losung:

fl(x) = 32% - (22* — 4) + 2 - 4w = 102" — 1222, f"(z) = 402° — 24z

d) f(x) = 22? - 42* Lésung:

f'(x) = 402*, f"(z) = 1602°

202 4+ 3z _ ..
e) f(x) = e Losung;:
) = (4 + 3) - 42® — (222 + 3x) - 1222
- (42°)?
4z +3)-42° — (20 +3) - 3- 42
- (42%)?
_ —2x—-6 _ x+43
o 4a3 228
" 20 +9
=2t
4
-1
f) f(z) = a 5 Losung:
x
, 3zt +1 ., 3zt —1
f ($) = 272 ) f (l') - 3
g) flz) = —— Losung:
! 1 " 2
f()__(ﬂ?+1)2’ f(x)_(fli-i-l)g

h) f(z) = (x +1)7 Lésung:

fl(x) = 7(z + 1)°, f"(z) = 42(x + 1)°
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10. Differenzial- und Integralrechnung

i) f(z) = (2% —1)3 Losung:

6z
/ _ _6 2 1 —4 -
4222 + 6
Fl(x) = —6(x2—1) =6z (—4)(a2—1) 7 (22) = (4222 +6)- (22 —1) ® = ﬁ
I JE—
Achtung! Es wird die kleinste Potenz des gemeinsamen Faktors ausgeklammert. Es
gilt allgemein z7* = 275 - 2.

2. Leiten Sie die folgenden Funktionen ab.

a) f(x) =+/3x —4 Loésung:

b) f(z) = (sinz)?> Lésung:
f'(z) = 2sinx cosx

¢) f(x) = cosz? Lésung:

f'(z) = —sinz?® - 2z
d) f(z) = v/22% + 3z Lésung:
4r + 3
f'@) = ———
3v222 + 3z

e) f(x) = 2*-sinx Lésung:

f'(z) =32 -sinw + 2° - cosz = 2*(3sinz + x cos x)

6x cosx + 3r2sinz

f'(x) =

(cos x)?

Zuriick zur Theorie:

10.2. Anwendungen der Differenzialrechnung

1. Bilden Sie die 1. Ableitung der folgenden Funktionen und bestimmen Sie die Gleichung
der Tangente in x; = 2

a) f(x) = 22" Lésung: f'(z) = 823, t(x) = 64(x — 2) + 32 = 64x — 96

b) f(r) = -5 Losung: (r) = ~2%,  t(r) =~} —2) +

=

¢) f(z) = 2% Losung: f'(z) = -3, tr)=—2(@x—-2)+3=—20+3
d) f(z) = (%9&)3 Losung: f'(z) = 3 (%x)z, t@)=2@-2)+ =20 —1

2. Bestimmen Sie die Extremstellen der folgenden Funktionen und entscheiden Sie, ob es
sich jeweils um ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum handelt.
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10.3. Integralrechnung

a) f(z) = 32° + T2 — 22 — 3 Losung: f'(z) = 2> + 1o —2, f"(z) =22+
= relatives Maximum beil z = —4 und relatives Minimum bei x =

N

b) f(xz) = e* + e LOsung:
fl(x)y=e"—e ™ f'(x) =e"+e ¥ = relatives Minimum bei z = 0

¢) f(x) = 2sin(mzx) im Intervall [0; 2] Losung: f'(z) = 2w cos(mz), f"(
= relatives Maximum bei z = £ und relatives Minimum bei x = %

2
Zuriick zur Theorie: [3.3|

r) = =272 sin(mx)

10.3. Integralrechnung
1. Berechnen Sie { f(z) dx fiir

a) f(z) = 22" Losung: Die meisten der folgenden Integrale lassen sich durch die Inte-
grationsregel fiir das Monom berechnen:

Es wird zunéchst der Exponent um 1 erhoht und dann mit dem Kehrwert des
Exponenten multipliziert.

Oft muss hierzu zunichst eine geeignete Termumformung mit den Rechenregelen der
Potenzrechnung durchgefiihrt werden:

f?x‘l de =

[2x5] +c=-2"+c

| —

b) f(z) = i Losung;:

1 1
f—d$—.[m_2dx=—1[x_1]+c=—x_1+c:——+c
— x

flx) = (% )3 Liisung:S(}LJL')3 do = Ladde = & (2t de = & [Sat |+ ¢ = gzt + ¢
d) f(z) = 22" + 42® — 32* Losung: § (22" + 42° — 32?) do = 22° + 2* — 2% + ¢
1) = 52® — 3z* — 222 — 3 Lésung: | (52° — 32* — 222 — 3) dw = 226 — 225 — 223 —
f(z) g 6 3

3r +c
f) f(z) =a®- (22 — 4) Losung: (2% - (227 —4) do = §22° — 4P do = 2% — 2 + ¢
g) f(x) = 22% - 42? Losung: {223 - 42?dx = (825 do = 32° + ¢
222 + 3
h) f(a:)z%misung:
22% + 3z 222 3z 1, 3 1 3
J4—x3d$: 4_:1:3+4_:1:3dxzf§$ + e dx=§ln|:1:|—zx +c
: vt —1 -1 1 (3 _ .1 1,4 1
1) f(z) = 5 —dr =3 (®—a ") dr = ga' — S|z + ¢

) 1
i) f(x)—$—+1Losung §—qde=In|z+1]+c

k) f(z) = (z+1)" Losung: {(z+1) dv = Lz +1)® +¢c
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10. Differenzial- und Integralrechnung
) f(z) = vx — 4 Losung;:
1 2 : 2
f\/x—éld:c:f(x—él)?dm: g(x—él)% +c= g\/x—élg—i—c

m) f(z) =sinz Losung: {sinzdz = —cosz + ¢

n) f(x)= ; Losung;:

T

3 15 15
J’ dxzf?)x_éda::—mg—i—c:—vf’x“—l—c
Jx 4 4

o) f(x) = v (yr—1)° Lésung:
J\/E(\/E—l)Q dxzjﬁ(x—2ﬁ+1) dxzjscg—Zx—l—x%dx

2 2 2 2
:gxg—x2+§x%+c=5\/x5—x2—|—§\/x3+c

2. Berechnen Sie Losung:

) foo— o) de = [ - _$3]1 .
b)

4
4
J2(3az3 —2z)dx = [§9:4 — sz] _Sp_gp o (514 —2. 12)
2 L2 2
1
3 3 3 705
2

=-.256-32—-1*4+2=354— — = —
56 — 3 S1 35 5= 3

5
1 L] 1 1 1 1
—4 -3 -3 3
do = | —= — 534258 = (125 - —
Jw g l3$ ] 37 T3 3( 125)

S

15624 5208

1 /(12500 + 2500 + 625) — 1\ 1
37125 125

3 125

3. Bestimmen Sie die Fliche unter dem Graphen von f: R — R fiir 2 > 0, f(x) > 0 mit

a) f(r)=4—2*
Losung: Die untere Integrationsgrenze ist 0 wegen x > 0 und die obere ist 2 weil:
4 — 22 >0 fiir —2 < 2 <2 Damit folgt:

2 1] 8 16
4 — 22 doe = 4o — =23 =8— ===
J( ) do lx Sx] 3 3

0 0

b) f(z) =e—¢€"
Loésung: Die untere Integrationsgrenze ist 0 wegen x > 0 und die obere ist 1 weil:
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10.4. Fiir Geiibte

e —e* = 0 fiir r < 1 Damit folgt: Sé(e—e“f) dxz[ex—ex]éze—e—i—l:l

Zu den Aufgaben fiir Geiibte:

10.4. Fur Geliibte

1. Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion mdglichst kleinen Grades, fiir die gilt:

a) Die Funktion hat bei H=(0;1) einen Hochpunkt.
b) Der Graph der Funktion schneidet bei x = 2 die z-Achse.
¢) Bei z = 1 befindet sich eine Wendestelle.

Losung: Aus den Bedingungen ergeben sich 4 Gleichungen, so dass die Funktion min-
destens dritten Grades sein muss. Das heifit f(z) = az® + bz + cx + d.

a) f(0)=1und f(0)=0 b) f(2)=0 ) f/(1)=0
Daraus ergibt sich ein Gleichungssystem mit 4 Unbekannten a, b, ¢ und d.
=a=1, b=—2 ¢=0, d=1 und damit die Funktion f(z) = 2* — 22% + 1.

2. Welche Funktion f(x) = a-sin(m - z) 4+ b hat fiir z = 2 die Steigung 37 und den Wert 47

Losung: Es gilt f'(x) = a-m-cos(m-x). Aus den Bedingungen ergeben sich die Gleichungen
a-m-cos(m-2)=3-m, a-sin(r-2)+b=4und somit f(x) =3-sin(r-z)+ 4.

. Bestimmen Sie a, b und k fiir f(z) = a - e* + b unter folgenden Bedingungen:
a) Die Asymptote des Funktionsgraphen besitzt die Gleichung y = 3.
b) Der Graph der Funktion schneidet bei —2 die y-Achse.
c¢) Die Tangente an der Stelle z = 0 hat die Steigung 5 - In(2).
Losung:
a) f(x)
b) f(0)=-2 =a+b= -2
c) f(0)=5-In(2) =a-k+b=>5-In(2)
=a= -5 b=23, k=—In(2) und damit die Funktion f(z) = —5e "7 4 3,

—3firx —» +w.=b=3

Zuriick zur Theorie: [4]
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11. Vektorrechnung

11.1. Geometrie

Berechnen Sie das Volumen sowie die Oberflache

1. des Quaders mit den Kantenldngen: L= 100 m; B= 100 ¢m; H= 50 mm.
Losung: V =5m3, A=L-B-2+2-L-H+2-B-H =210,1m?

2. des Zylinders mit Durchmesser: D= 5 km und Hoéhe H= 500 mm.
Losung: V = 9,8 -10°m3, A = 39277762m?

Zuriick zur Theorie:

11.2. Rechnen mit Vektoren

1. Bei einem geraden dreiseitigen Prisma ABCDEF sind A, B und C die Ecken der Grund-
fliche. Die Hohe des Prismas betrigt 5. Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte D,
E und F fiir

a) A=(2;0;3), B=(1;0;7), C=(-7;0;3) Lésung: D=(2;5;3), E=(1;5;7), F=(-7;5;3)
b) A=(2;0;3), B=(6;2;3), C=(3;3;3) Losung: D=(2;0;8), E=(6;2;8), F=(3;3;8)

¢) Welche besondere Lage im Koordinatensystem haben die Punkte A,B und C? Die
Grundfliche des ersten Prismas liegt in der xz3-Ebene und die Grundfliche des
zweiten Prismas liegt in einer Ebene parallel zur z;29-Ebene, die um 3 Lingenein-
heiten nach oben verschoben wurde.

2. Berechnen Sie mit folgenden Vektoren und Skalaren:

1 3 4
U= U= =3 |, W=\ 0 |,k=51=-2
3 0 6
Losung:
a)
13 _9 7
2 2 2
i+v+w=| -1 |, u—v—w= 5 |, u—v+uw=1{5
9 -3 9
b)
21
—8 2 5
I = 0 ,ku+lo=1 16 |, kv —1lv=| —21
—12 15 0

¢) a,b, so dass at + bU = W gilt. Was sagt Thnen das Ergebnis? Lésung:

3
1 -b = 4
a+2

2a =30 = 0
4

3a+0 = 6=>a=2,b=§
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11.2. Rechnen mit Vektoren

Achtung: Die Losung muss alle Gleichungen erfiillen. Dies ist zu priifen!

Die drei Vektoren sind linear abhingig. Jeweils zwei der Vektoren spannen eine
Ebene auf, zu welcher der dritte Vektor kollinear liegt. Sie sind nicht paarweise
linear abhéngig. (Man beachte die Nullelemente.)

d) Die Lénge aller drei Vektoren.
Losung:

7] = V14, |0] = 2\/5 @] = 2v/13
3. Bestimmen Sie den Mﬂelpunkt M der Strecke AB mithilfe von Vektoren.
Losung: M = A + %AB
a) A=(3;2;5), B=(5;2;3) Losung: M=(4;2;4)
b) A=(2;1;-2), B=(-5;1;9) Losung: M=(-1,5;1;3,5)
c) A=(0;0;2), B=(-2;0;0) Losung: M—(-1;0;1)

4. In einem Dreieck ABC sind die Punkte M4, Mg und Mo die Mittelpunkte der Dreiecks-
seiten, die den jeweiligen Eckpunkten gegeniiber liegen. Bestimmen Sie die Koordinaten
der Punkte M4, Mg und My sowie die Summe der Vektoren AM,, BMp und C' M.
Losung:

OM, = OB + 5@,0]\43 = OA + 5@,0}\40 = OB + 5 BA
a) A=(0;0), B=(3;1), C=(1;3) Losung:

MA = (272)7 MB = (0757 175)7 MC = (1757075)7 AMA + BMB + CMC’ = (8)

b) A=(0:0:0), B=(3;1;2), C=(1;3;4) Losung:

e}

M =(2;2;3), Mg = (0,5;1,5;2), Mo = (1,5;0,5;1), AMs+ BMp + CMc = |0

(==}

5. Gegeben sind die Punkte P=(1;3;5) und Q=(2;-1;7).

a) Geben Sie mindestens 2 veschiedene Gleichungen fiir die Gerade durch P und Q an.

1 1
L6sung: Mogliche Gleichungen wéren gy : @ = |3 ) +7r- [ —4 ), reR, g : 7 =
5 2
1 —2 2 —1
3|l+s-| 8 |, seRodergs:d=|-1]|+t-| 4 |, teR
5 —4 7 —2

b) Priifen Sie, ob der Punkt R—(2;-5;9) auf der Geraden liegt. Losung: R liegt nicht
auf der Geraden. Setzt man den Punkt in eine der Geradengleichungen ein, zum

Beispiel in g1, so ergibt sich fiir den Parameter r in der ersten Zeile r = 1 und in
Zeile 2 und 3 r = 2.

6. Gegeben sind die Punkte A=(7;5;4), B=(-5;8;7) und C=(-1;1;3).

a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig und rechtwinklig ist.
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11. Vektorrechnung

Losung:
—12 -8 4
AB=| 3 |, AC=|-4], BC=[-7],
3 —1 —4

|AB| = V162, |AC| = v81 = 9, |BC| = v/81 =9 = die Vektoren AC und BC
sind glelchlang.
AC -BC =-8-4+4-T+1-4=0 = rechter Winkel bei C.

b) Berechnen Sie die Fliche des Dreiecks. Losung: |@| |IBC|=1-9.9=1405 FE.
7. Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h.
1 2 5 -3
g:x=10)+r-|=2],7reR h:Z=|0|+s-| 3 ], seR
5 2 1 -3

Losung: Die Geraden sind zueinander parallel, aber nicht identisch.

8. Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden g und h.

1 2 1 -2
g:Z=|1)+r-|0], reR h:Z=[2]+s-[ 1 ], seR Lésung: S=(3;1;5)
1 4 6 1
—1 1 2
9. Gegeben sind die Vektoren a = 2 |, b= 7 |wmdé=| 2
1 2 )
a) Berechnen Sie die Vektorprodukte @ x b, @ x & und b x
2:2—-1-7
Liisung:c_ixg: 1-1+1-2 ( )
—1- 7—2 1
2:5—-1-2 7-5—2-2 31
ixé=[1.2+1.5|= 7 bxé=[2-2-1-5]=| -1
-1-2—-2-2 —6 1-2-7-2 —12

b) Bestimmen Sie jeweils den Flécheninhalt der von @ und g, a und ¢ beziehungsweise
b und ¢ aufgespannten Parallelogramme. LOosung:
Dazu muss lediglich der Betrag des zugehorigen Vektorproduktes berechnet werden.

‘6x5‘=«/9+9+8 — V09~ 10, |@ x & = /64 + 49 + 36 = /140 ~ 12,2
bx @ =+/961 + 1+ 144 ~ 33,3

c) Bestimmen Sie den Winkel, den die Vektoren @ und b einschliefen. Benutzen Sie
dazu das Skalarprodukt. Uberpriifen Sie anschliefend mit Hilfe des Vektorprodukts
Ihr Ergebnis.

Losung: Mit Hilfe des Skalarprodukts:

—

5 5
=2 S a=336
] 6.V 6 T

Kontrolle mit Hilfe des Vektorprodukts:

b
cosq = ——= =
b

a
|d

‘ xb‘ V99
alpl V654

sino = = o = 33,6°
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11.3. Fiir Geiibte

Berechnen Sie analog den Winkel zwischen @ und ¢, sowie zwischen b und ¢.
L6sung: Winkel zwischen @ und ¢

- =

a-c 7

cosff = —— = = (3 =60,2°
ldlldl  V6-/33
a /149

sin g = 124 _ — B =602

dlld V6433
Winkel zwischen b und &

-

08 b-¢ 26 = 52°
V=== v =
blle] V54433
b 4 V1106 .

siny = = =y =
blld V5433

Zu den Aufgaben fiir Geiibte:

11.3. Fir Gelibte

Die geradlinigen Flugbahnen zweier Flugzeuge F; und I3 kénnen mithilfe eines Koordinatensys-
tems angegeben werden. Die Flugbahn von F} ist durch die Punkte P=(2;3;1) und Q=(0;0;1,05)
und die Flugbahn F, ist durch R=(-2;3;0,05) und T=(2;-3;0,07) festgelegt. Die Koordinaten ge-
ben die Entfernungen zum Koordinatenursprung in Kilometern an. Es ist windstill. F} fliegt
mit der Geschwindigkeit 350 km;h und F5, mit der Geschwindigkeit 250 km;h relativ zu Luft.
F befindet sich am Punkt P und F5, befindet sich zeitgleich am Punkt R. Betrachten wir die
Situation 20 Minuten spéter.

2 —2
Losung: Die Flugbahnen konnen durch die Geraden f1 : @ = [3 |+ 7r-| —3 |, r € R und
1 0,05
—2 4
fo:d = 3 |+s-| —6 |, seR beschrieben werden.
0,05 0,02

1. Wo befinden sich die beiden Flugzeuge? In welcher Hohe befinden sie sich?
Losung: Fj fliegt in 20 Minuten ?’g—okm und F5 %km weit.

-2
Die Langen der Richtungsvektoren sind |[ —3 || = /4 4+ 9+ 0,0025 ~ 3,6 bei der Flug-
0,05
4
bahn von F; und —6 || = /16 + 36 + 0,0004 ~ 7,2 bei der Flugbahn von F5.
0,02

Damit sind die Parameterwerte r = % 03,6 =324 und s = % : 7,2 = 11,6. Die Koordi-

naten von Fj sind daher (-62,8;-94,2;2,62) und von Fy (44,4;-66,6;0,282). F; befindet sich
in einer Hohe von ca. 2620 m und F5 ist in einer Hohe von ca. 282 m.

2. Wie weit sind die Flugzeuge voneinander entfernt?
Losung: Sie sind ungefdhr 110,7 km voneinander entfernt.

Hier geht “s weiter: Mathematik macht Freu(n)de
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